Chapitre /

Les polygones réguliers

Nous avons étudié au chapitre précédent trois problémes grecs que nous pourrions qualifier de plus célebres
avec les polygones réguliers. Terminons par leur étude.

1 Les polygones réguliers constructibles

Dans le chapitre précédent, nous avons utilisé des angles non orientés pour le probleme de la trisection
de ’angle. Nous aurons besoin ici d’angles orientés et de leurs mesures.

A partir des points de base O et I, nous avons construit, dans le second chapitre, le repére orthonormé
(O, I, J) du plan P. Ce repére oriente le plan, ce qui nous permet de parler de mesure des angles orientés.
On désigne toujours par I le cercle de centre O et passant par I.

Si 6 appartient & R, on note 6 I’angle orienté dont une mesure en radians est 6, ses autres mesures
sont alors 6 + 2k pour k appartenant & Z. L’angle 6 possede une unique mesure en radians o appartient
a ] —m, ] qui est appelée sa détermination principale. L’angle 6 est dit constructible si le point M de T

tel que (O_f , OM )= 8 est un point constructible. Dire que 8 est constructible équivaut & dire que cos 6
est un nombre constructible. En fait, si OH = cos 6, la perpendiculaire & la droite (OI) passant par
H coupe le cercle I' en deux points M et M'. On choisit qui des deux points M et M', correspond & 0
suivant la détermination principale de 6 .
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Définition 1 Sin > 3, on dit que le polygone régulier a n cétés est constructible si %’T

constructible, ce qui est équivalent a4 dire que cos%7T est un nombre constructible.

est un angle
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Cette définition correspond bien & la pratique car si (O ,Oﬂ) = 27”, I et M sont deux sommets
consécutifs du polygone cherché. Les autres sommets s’obtiennent en reportant au compas la corde I M
autant de fois qu’il le faut.

2 Le théoréme de Gauss

Nous donnons ici la caractérisation des polygones réguliers constructibles, qui constitue ce que nous
appelons le théoreme de Gauss. Ce théoreme fut publié par Gauss en 1801.

— o~

Lemme 1 Si m et n sont premiers entre eux, % est constructible si et seulement si 27” et %’r sont
constructibles.
Démonstration. o P

27 2r =n

i 2m i 2 i 2m ; TP

e Si mn est constructible alors k0 et le' sont aussi car < = m’ P = et il est facﬂe,.a

partir d’'un angle, de construire un multiple de cet angle en reportant avec le compas un certain

nombre de fois la corde déterminée par cet angle sur le cercle I' de centre O passant par I. (La
condition m et n premiers entre eux n’intervient pas ici).

2 2 2r
2 2m 2m
€t

e Si %’r et 27” sont constructibles alors % I’est aussi car d’apres la relation de Bezout il existe A et
dans Z tels que An + um =1, d’ou % = )\%’r + u%’r. 1l suffit alors de savoir construire la somme
de deux angles constructibles ce qui se fait en construisant des représentants de ces angles avec un

coté adjacent.d

Lemme 2 Soit n > 3 un entier ayant pour décomposition en facteurs premiers n = p1* .. pe®.

Alors le polygone régulier & n cotés est constructible si et seulement si les angles 25— 2n

DT proE sont
constructibles.

Ce lemme résulte immédiatement du lemme précédent par récurrence sur k. Gréce a ce lemme
nous sommes ainsi ramenés & déterminer les angles constructibles de la forme f}—g
appartient & N*.

ou p est premier et «

Théoréme 1

2

1. Les angles de la forme 55 sont constructibles.

2. Si p est premier et p > 3, 127—2 est constructible si et seulement si « = 1 et p est un nombre de

Fermat, c’est-a-dire un nombre de la forme 1 + 2(27).
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Démonstration.

2n

1. Il est immédiat que les angles 55 sont constructibles. Cela se démontre par récurrence sur a. Il
suffit de savoir construire des bissectrices ce qui est élémentaire.

2. Soit p un nombre premier, p > 3.

e Supposons que g—Z[ soit constructible avec o € N*, alors cosg—g est un nombre constructible et
d’apreés le résultat de Wantzel (vu dans notre second chapitre) on a:

[Q(cos%%); Q] = 2™ pour un certain entier m. (1)

Pour simplifier posons g := p® et considérons w = cos2™ + i sin2%. C’est une racine ¢'*™¢ de
l'unité, racine de X? — 1, w est donc algébrique sur Q. Nous admettons ici que le polynéme
minimal de w sur Q est donné par P(X) = (X — w1)(X —wa)...(X — wp) ou les w;, pour
1 < i < h, sont les racines primitives ¢®™° de I'unité, c’est-a-dire que les w; sont de la forme
0052’“77r +1 sianT” avec k premier avec g et 1 < k < ¢q. (P(X) est appelé le ¢'®™¢ polynome
cyclotomique). Pour trouver le degré h de P(X) il suffit de connaitre le nombre d’entiers k
tels que 1 < k < g et k premier avec ¢ = p*. On obtient h = p* !(p — 1). Nous avons donc:

[Qw);Q =p*~tp—1). (2

Nous avons w +w™" = 2 cos 2¢. Il en résulte que cos 3T appartient & Q(w) et que

2
w? — 2wcos —7(+1=0.
pa

Ainsi w est algébrique et de degré 2 sur Q(cos 12)—2) d’oti:

[Qw); Q(cos 2Z)] =2.  (3)

P

A partir des relations (1), (2) et (3) sachant que [Q(w); Q] = [Q(w); Q(cos Z—Z)] x [Q(cos i—:); Ql,
on obtient p®>~1(p — 1) = 2™+, Comme p est premier différent de 2, il en résulte que a = 1
et p =1+ 2™+l Montrons que m + 1 est une puissance de 2. A partir de la décomposition
de m + 1 en facteurs premiers, on obtient m + 1 = X\2° avec 8 appartenant & N et A impair
appartenant & N*. Ainsi p = 1 + 2™+ =1 +202°) = 1 4 (22ﬁ)>\. Comme X est impair, le
polynéme 1+ X* est divisible par 14 X. Il en résulte que p est divisible par 1 + 2(2{3), mais
comme p est premier on a p = 1 + 227).

Bien que Gauss ait pressenti et affirmé le résultat partiel que nous venons d’établir, il ne ’a
pas démontré. Il faut dire qu’en 1801 Gauss ne pouvait utiliser le résultat de Wantzel de 1837.
Par contre Gauss a démontré la réciproque de ce résultat qui compléte la démonstration du
théoréme, a savoir:

e Si p > 3 est un nombre premier qui est un nombre de Fermat alors 2?" est constructible. Nous
ne donnons pas ici la démonstration de ce résultat. Dans les cas particuliers ot p = 3,5,17
la démonstration se trouve au paragraphe suivant ot ’on construit les polygones réguliers &
3, 5, 17 cotés. O
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Théoréme 2 (Théoréme de Gauss)

Les polygones réguliers constructibles a la régle et au compas sont ceux dont le nombre n de cotés est
de la forme 2% avec a > 2 ou de la forme 2%p1ps ...pr avec a appartenant & N* et ot les p; sont des
nombres premiers distincts qui sont des nombres de Fermat.

Ce théoréme résulte immédiatement du Lemme 2 et du Théoréme 1.

Remarques.

1. Les cinq premiers nombres de Fermat sont 3, 5, 17, 257, 65537, obtenus & partir de la formule
p=1+ 2(2%) pour 8 =0, 1, 2, 3, 4. Ces cinq nombres sont premiers, ce qui fut vérifié en 1640 par
Pierre de Fermat (1601-1665). Mais Fermat avait aussi affirmé que tous les nombres de la forme
1+ 2" gtaient des nombres premiers. C’est seulement en 1732 que Léonard Euler (1707-1783)
s’apercut que pour 8 = 5 le nombre de Fermat correspondant 4 294 967 297 n’était pas premier
car divisible par 641. Bien que l'on ait étudié les nombres de Fermat pour de nombreuses valeurs
de 3, les seuls nombres de Fermat premiers connus sont les cinq nombres 3, 5, 17, 257, 65 537. Le
probleme de savoir s’il en existe d’autres est & I’heure actuelle un probleme ouvert.

2. Pour n= 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, les polygones réguliers a n cétés sont constructibles.
Pour n= 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, ils ne le sont pas. Euclide connaissait les constructions pour
n =3, 4, 5, 15 et il savait, bien sar, doubler le nombre de c6tés d’un polygone constructible. On
ne sat rien faire de mieux jusqu’en 1796 ou Gauss alors agé de 19 ans montra que le polygone
régulier a 17 cOtés était constructible.

3 Construction de polygones réguliers

3.1 Triangle - Carré - Pentagone

e La construction du triangle équilatéral ne pose aucun probléme, sachant que cos %’T = —%.




e La construction du carré est triviale & 1’aide des points I et J.

e La construction du pentagone régulier est un peu plus délicate mais bien classique. Il nous suﬁ"lt
d’exprimer cos 2= = a 1 aide d’ une express10n qui permette la construction du point d’abscisse cos 5
Le nombre w = cos 2 "+ sin 2 est racine du polynéme X® —1 = (X —1)(X*+ X3+ X? +X+1)
On a donc

Wt i +w+1=0 ().

On vérifie que w* est le conjugué de w de méme w? est le conjugué de w?, on a donc w+w* = 2 cos 3
et w? + w® =2 cos 2T. La relation (1) nous donne alors

2 4
2003%—%2005%—{—1:0 (2).

Considérons le produit cos2X - cos 4Z. 1l est égal & £ (cos®E + cos 25) = L(cos’E + cos ZX). Sip
et s des1gnent la somme et le produit des nombres cos 2*, cos 4T on a alors compte tenu de (2)

5 5
s=—1% et p=—1. Ainsi cos 2F et cos T sont racines de X2+ 3 — 1 = 0. En remarquant que

5 2
cos 4” <0< cos %, on a cos %’r = ﬂ que ’on peut mettre sous la forme — \/_ Soit A le
miheu du segment [OI'], on a AJ = \/g . Par le cercle de centre A et de rayon AJ, construisons le
point B sur (Oz) tel que AB = AJ. On a alors OB = —1 + \/% Si C est le milieu de [OB], on a

alors OC = cos%’r. La perpendiculaire en C' & (Ox) permet d’obtenir le sommet M;. A aide du
compas on reporte alors la corde IM; pour obtenir les sommets My, M3, My.
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Remarque. Grace a la construction des bissectrices on peut toujours doubler le nombre de c6tés d’un

polygone régulier. Ainsi & partir du triangle équilatéral on obtient les polygones réguliers a 6, 12, 24, ...

cOtés. A partir du carré ceux a 8, 16, 32, ... cOtés, et a partir du pentagone régulier ceux a 10, 20, 40,
. cOtés.

3.2 Le polygone a 15 cotés

Pour la construction du polygone régulier & 15 cotés on utilise la méthode fournie par la démonstration
du Lemme 1. Cette méthode consiste, & partlr d’une relation de Bezout entre 3 et 5 , & exprimer % a

—

la,ldedez—“et%r Ona2x3-— 5—1d0u227r 23”:2—7r

En utlhsant les constructlons du trlangle equ11atera1 et du pentagone reguher on peut construire sur le
cercle T' les points M et N tels que ( Oﬁ OH =2 2” et O_} O_I\} 2” On a alors O—N},OH = E

et en reportant au compas la corde M N on construit le point P tel que ( 07 ﬁ’ 15

N
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Remarque. A partir du polygone régulier & 15 cOtés on peut construire les polygones réguliers a 30,
60, 120, ...cotés. La construction du polygone & 120 c6tés fournit la construction de 'angle 127’6 qui est
I’angle de 3°. Par contre ’angle de 1° n’est pas constructible, nous I’avons déja signalé dans le chapitre
précédent, mais cela résulte aussi du théoréme de Gauss puisque le polygone régulier & 360 = 23 x 32 x 5

cOtés n’est pas constructible.
3.3 Le polygone a 17 cotés

Nous allons établir ici que le polygone régulier a 17 cotés est constructible en utilisant la méthode que
Gauss élabora en 1796.

L’idée de Gauss consiste a exprimer cos i—’; par une expression ou intervient uniquement des opérations
algébriques et des extractions de racines carrées portant sur des nombres rationnels.
La méthode de Gauss consiste a:

e classer les racines 17°™m¢ de 1'unité (différentes de 1) dans un certain ordre,

e regrouper par “paquets” ces 16 nombres,

e sommer les paquets ainsi construits,

e exprimer les sommes ainsi obtenues comme racines d’équations du second degré.

C’est la méme méthode que Gauss utilisa pour démontrer plus généralement que si p est un nombre

premier qui est un nombre de Fermat alors 27” est constructible.

3.3.1 Calculs préliminaires

2w ™ k

I y a 16 racines 17°°™¢ de I'unité différentes de 1. Si w = cos 3% + 4 sin 2%, ces racines sont wy := w
pour 1 < k < 16, ce sont les racines du polynéme

X171

=X XP 4+ 4+ X+ (1
X 1 + +... + X+ (1)

. . 2 43 15 . .
On classe ces racines dans ordre suivant: w,w?,w3”,w3”,...,w?® °. Chaque racine est donc la puissance
cubique de sa précédente. Il s’avere que par ce procédé on obtient bien une et une seule fois les 16
racines. On le vérifie aisément en calculant les restes modulo 17 des exposants:

Qa O|1(2(3 |4 |56 |7 |89 |10]11]12]|13 |14 |15
reste modulo17de3* |1 |3 |9 |10 |13 (5|15 |11 |16 |14 | 8 | 7 | 4 |12]| 2 | 6

Les racines sont donc rangées dans ’ordre:
W1, W3, Wy, Wig, W13, Ws, Wis, Wi1, Wie, Wi4, W, Wy, W4, Wiz, W2, We-

Ce procédé peut paraitre arbitraire. Pourquoi avoir pris les puissances cubiques et non pas les carrées?
. . . o . . . . . 2 22
En fait, 3 est le plus petit exposant qui permet de classer ainsi les racines. Si on avait pris w,w?,w

on n’aurait obtenu que 8 racines car 2% = 1[17].

P
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En prenant une racine sur deux dans la suite et en sommant, on obtient (2):
Ul = W1 + Wy + w1z +wis +wig + wg + wa + wo

U2 = W3 + w10 + ws + w11 + wig4 + w7 + w12 + Wwe

En prenant une racine sur quatre dans la suite et en sommant, on obtient (3):

V1 =Wy w13+ wie + we
V2 1= W9 + Wi + Wy + Wa
VU3 1= W3 + W5 + Wig + Wiz
Vg = w10 + w11 + w7 + we
Comme pour 1 < k < 8, wy, et wi7—k sont conjugués, on a

2
W+ wir—k = 2 cos IL’: (4)

Gauss emploie le terme de ” périodes” pour désigner les sommes ainsi obtenues: 2 périodes de 8 termes, 4
périodes de 4 termes, 8 périodes de 2 termes. On remarque que dans chaque période figure avec chaque

racine sa conjuguée, ainsi les périodes sont des nombres réels. En posant 6 = ?—7; on a d’ailleurs (5):

uy = 2 (cos 0 + cos 260 + cos 460 + cos 80)

uz = 2 (cos 30 + cos 50 + cos 60 + cos 70)
v1 = 2 (cos 0 + cos 40)
vo = 2 (cos 26 + cos 80)
vz = 2 (cos 360 + cos 50)
v4 = 2 (cos 660 + cos 70)

Les angles 0, 26, 36,..., 80 sont dans [0, 7] et la fonction cosinus est décroissante sur cet intervalle. Il
en résulte (6):
v2 < V1
V4 < V3
Bien que 86 < 0, on a:
up >0 (7)

car 0 < %, 20 < 7, 460 < 5 et ainsi % < cos 0, % < cos 20, 0 < cos 46. u1 + us est la somme des 16
racines. D’apres (1) en remplagant X par w on a

16
uy +uQ=Zwi=—1. (8)
i=1

44



A Vaide de (5) effectuons le produit ujuz. On obtient:

uruz = 4 (cos 0 cos 36 + cos 0 cos 50 + cos 0 cos 66 + cos 6 cos 70
+ cos 20 cos 30 + cos 20 cos 58 + cos 20 cos 66 + cos 20 cos76
+ cos 40 cos 30 + cos 40 cos 58 + cos 40 cos 66 + cos 40 cos76
+ cos 86 cos 30 + cos 86 cos 56 + cos 80 cos 66 + cos 86 cosT8)

En utilisant la formule suivante 2 cos a cos b = cos (a + b) + cos (a — b) on obtient:
urug = 2 (cos 46 + cos 26 + cos 66 + cos 46 + cos 76 + cos 50 + cos 86 + cos 66
+ cos 50 + cos 0 + cos T8 + cos 30 + cos 86 + cos 40 + cos 90 + cos 50
+ cos 70 + cos 0 + cos 99 + cos 0 + cos 100 + cos 20 + cos 118 + cos 30
+ cos 110 + cos 50 + cos 130 + cos 30 + cos 140 + cos 20 + cos 150 + cos 0
=2 [(3 cos 46 + cos 136) + (3 cos 20 + cos 156) + (2 cos 66 + 2 cos 110)
+ (3 cos 70 + cos 100 + 4 cos 50 + (2 cos 86 + 2 cos 99) + 4 cos 8 + (3 cos 30 + cos 146)]
= 8[cos 48 + cos 20 + cos 66 + cos 70 + cos 56 + cos 80 + cos 6 + cos 30]
On utilise alors (5) et on obtient:
urue = 4(uy + uz) et d’apres (8) uius = —4.
On a donc
{ up +ug = —1
Ui1U2 = —4
Ainsi uy et us sont racines de
X24+X—-4=0 (9

avec d’apres (7) us < ug.
D’apres (2) et (3) on a v1 + v2 = u3. Comme précédemment calculons vy v, & partir de (5):
v1vy = 4 [cos 0 cos 26 + cos 8 cos 80 + cos 46 cos 26 + cos 40 cos 80)]

= 2[cos 30 + cos 8 + cos 90 + cos T8 + cos 60 + cos 26 + cos 120 + cos 46]

= 2[cos 30 + cos 8 + cos 86 + cos T8 + cos 60 + cos 26 + cos 50 + cos 48]

=uy +up = —1.
On a donc

v+ U2 =
{ V12 = -1
Ainsi v; et vy sont racines de
X2 —u X —-1=0 (10)

avec d’apres (6) vy < v;.
De méme on obtient
{ V3 + Vg = Us
V3V4 = -1

Ainsi vz et vy sont racines de
X2 —upX —1=0 (11)

avec d’apres (6) vg < vs.
Nous avons d’apres (5) vz = 2 (cos 36 + cos 56) qui s’écrit aussi vs = 4 cos 46 cos 6. On a aussi d’apres
(5) v1 =2 (cos 6 + cos 46). 1l en résulte que wy := 2 cos 6 et wy := 2 cos 46 sont racines de

X? -~ X +v3=0 (12)

avec évidemment wy < wq.
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3.3.2 Premiére résolution

La résolution successive des équations (9), (10), (11), (12) permet d’obtenir cos %—g
L’équation (9) nous donne: u; = #ﬁ %x/ﬁ
L’équation (10) nous donne: v; = U1+\/2m — —1+x/ﬁ+z/mﬁ
L’équation (11) nous donne: vz = “2+\/2u_2m = —1—\/ﬁ+‘}/mﬁ
(

Vo Z—dvs .
L’équation (12) nous donne: wy = 2 cos 3F = UtVeli—dvs oy

2
0031—7—16 [—1+ V17 +1/34 — 2V17 7+\/68+12\/_7+2 —1+V17)4/34 — 2V/17 — 161/ 34 + 2V/17].

Voila I’expression trouvée par Gauss. Puisque ’ensemble C des nombres constructibles est un sous-

corps de R stable par racines carrée, cette expression montre que cos i—’; est un nombre constructible,

ce qui établit que le polygone régulier a 17 cOtés est constructible. En fait, en reprenant les construc-
tions élémentaires données lors de la démonstration du théoréme 1 de notre second chapitre, on peut
théoriquement construire & la régle et au compas, le point de 'axe (Ozx) d’abscisse cos ?—’77 Cette
méthode serait certainement tres fastidieuse et d’ailleurs Gauss lui-méme ne s’est pas lancé dans cette
construction.

Nous allons maintenant décrire une deuxiéme résolution effectuée en 1893 par H.-W Richmond et qui

conduira & une construction tres élégante du polygone régulier & 17 cOtés.

et ug =

3.3.3 Deuxiéme résolution

Pour résoudre (9) on introduit ¢ appartenant a [0, 7] tel que tg 4p = 4. On a alors

1
V17T =V16+1=1/1+tg%4p =
cos 4

et
sin 49 =4 cos 4.

-1+17 1 1 1—cosdp 2(1—cos 4p)
b 2 2[ + cos 490] 2 cos 4 sin 4 9% (13)
—1—+17  —2(1+cos 4g0)
= = —2 cotg 2 14
Uy 5 sin dp cotg 2¢  (14)

Pour résoudre (10), on a d’aprés (13) vVui? +4 =2 \/tg*> 20+ 1= 2<p

Vu2 +4 1 2t 1+ tg? 1+t 1+t
A e ) e e e +g2¢=( +g2¢) TP g ot (15)
2 cos2¢ 1—tg°p 1—tg” ¢ 1—1tg° ¢ 1—tgop 4
—Vu 4 1 1—tg @) 1—t
B VR P B Tl L) M e R ICT)
2 cos 2¢p 1—-tg° ¢ 1+tg e 4
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Pour résoudre (11), on a d’aprés (14) vu? +4 =2 \/cotg? 2p +1 = =2

sin 2p°
Uy +Vus? +4 1 —cos 2¢p
s 2 cotg 2¢ + sin2p sin 2¢p tge (A7)
Uy — Vus?2 +4 1 1+ cos 2¢
v 2 oty =p sin2p sin 2¢p cotg ¢ (18)

D’apres (5) et (17) on a
2 (cos 30 + cos 50) =tg p.  (19)

D’apres (5) et (16) on a 2 (cos20 + cos 80) =tg (¢ — §) qui s’écrit aussi:

4 cos 30 cos 50 = tg (p — %) (20)

3.3.4 La construction de Richmond

Soit A le point de (Oy) tel que OA = 1. Soit B le point de (Oz) (d’abscisse positive) tel que OAB =
%6\AI . On obtient B en tragant deux bissectrices. Soit C' le point de (Ox) (d’abscisse négative) tel que
CAB = Z- On obtient C en tracant la perpendiculaire & la droite (AB) et en tragant une bissectrice.

Le cercle de diametre CI coupe (Oy) en D (d’ordonnée positive). Le cercle de centre B passant par D
coupe (Ozx) en deux points notés Ps (d’abscisse positive) et Ps (d’abscisse négative). Les perpendiculaires

en P; et Ps & (Oz) coupent le demi-cercle T' supérieur en M3 et Mjs. Nous avons tg OAT = 4 donc
OAI =4¢p et OAB = ¢.

—— — S S — . OB
2 (cos IOM3+cos IOMs) =2 (OP3+0OP;) =2 (OB+BP;+OB+BPs) =4 0B = 51 tgp (21)
— — —_ 9 S — — O0C ™
4 cos IOM3 - cos IOMs =4 OP3- OPs = —-40D*=40C - 0I =40C = 51 =tg ((’O_Z) (22)
Les relations (19) et (20) comparées aux relations (21) et (22) nous donnent TOM; = 30 et TOM; = 56
avec § = 3T

Ainsi les points M3 et Mj sont le 31 et le 5™ sommets d’un polygone régulier & 17 cotés dont
I est le 17®*™® sommet. La médiatrice du segment MsM; coupe alors le cercle I' en My qui est le 41°®me
sommet du polygone. En reportant au compas la corde M3M, on obtient tous les sommets.
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3.4 Autres polygones réguliers constructibles

Nous avons envisagé les nombres premiers de Fermat 3, 5, 17, nous en connaissons encore deux autres 257,
65 537 pour lesquels les polygones réguliers correspondants sont constructibles. Mais le fait de savoir
que ces polygones sont constructibles est une chose et en donner une construction en est une autre.
Signalons toutefois que en 1832 F.J Richelot publia une construction pour 257. En ce qui concerne 65
537, F. Klein signale que le professeur Hermes consacra plusieurs années vers 1890 & étudier la méthode
de Gauss dans ce cas particulier. Il ne semble pas qu’il soit parvenu & une construction présentable du
polygone régulier 65 537 cotés. D’ailleurs on peut s’interroger sur l'intérét que pourrait présenter une
telle construction.

Revenons au polygone régulier & 17 c¢otés. On peut bien sir doubler le nombre de ses ¢O6tés mais on
peut aussi construire les polygones réguliers ayant: 3 x 17 =51, 5 x 17 =85, 3 x 5 x 17 = 255 cOtés.
Pour 51, par exe/@ple, , on part d’une relation de Bezout entre 3 et ] 17, par exemple 6 x 3— 17=1et on

obtient: 6 2Z — 2% = 2% (eci permet la construction de angle 2T & partir des angles 3 et 2T.
Pour 85, la méme méthode donne 7 x 5 —2x 17=1et 7 32 —2 2% = 2T,
Pour 255, en utilisant les deux relations précédentes ainsi que ?—g =2 %’T - %’T, on obtient facilement

Or _g2m _4 2% 4 21
%‘817 45+3'
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