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Espaces vectoriels, Applications linéaires

Exercice 1.

(1) Montrer que le sous-ensemble E = {(z,z + y,y,x — 2y), =,y € R} est un sous-espace
vectoriel de R*.

(2) Est-ce que le sous-ensemble G = {(z,y) € R? tel que zy = 1} est un sous-espace
vectoriel de R?? On justifiera la réponse.

1. L’ensemble E est un sous-ensemble du R espace vectoriel R%. L’ensemble E est non vide (i.e
E # () puisqu’en prenant x =0 =y on a (0,0+0,0,0 —2) = (0,0,0,0) € E.

Soient (x1,x1 + Y1, Y1, 1 — 2v1), (T2, T2 + Y2, Y2, To — 2y2) € E oU x1, Ta, Y1, Y2 sont des éléments
de R. Alors

(w1, 21+Y1, Y1, £1—201) + (22, TotYa, Y2, T2—2y) = (X14+22, 11 +ToFy1+Hyo, Y1 +Y2, T1+T2—2(Y1+Y2))
qui est de la forme

(x,z+y,y,x—2y)
avec & = x1+ 19 € Ret y = y; +y2 € R done (z1, 21 + y1,y1, 21 — 2u1) + (T2, T2 + Y2, Yo, To —

2ys) = (z,x + y,y,x — 2y) € E ainsi la somme de deux éléments de E est encore dans E. Soit
(r,z+y,y,x —2y) € F et A € R alors

Mz, z+y,y, ¢ — 2y) = (Az, Az + Ay, Ay, Ax — 2\y)

avec (Az,\y € R donc c’est un élément de E. L’ensemble E est donc un sous-ensemble de R*,
non vide, stable par addition et par multiplication par un scalaire de R, donc c¢’est un sous-espace
vectoriel de R%.

2. L’ensemble GG qui est un sous ensemble de R? n’est pas un sous-espace de R?. En effet il n’est
pas satble pour 'addition. Pour le montrer il suffit d’exiber un contre exemple. Soient les éléments
(2, %) et (3, %), ils appartiennent a E puisque 2 X % =1let3x % = 1. Mais

2.3)+ <3,1§> = 5,2)
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n’appartient pas a E puisque 5 X % = % # 1. L’ensemble G n’est donc pas stable par addition. Ce
n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.

Exercice 2. Soit f:R? — R* ’application donnée par son expression analytique
flz,y) = (v — 2y, x +y, —3x + y, —2x + 3y).
(1) Montrer que f est linéaire.
(2) Ecrire sa matrice relative aux bases canoniques de R? et R%.
(3) Déterminer son noyau. Cette application est-elle injective ?

(4) Quel est le rang de f. Déterminer une base de Imf et un supplémentaire de cet
espace dans R*.

(5) Les espaces Imf et ker f sont-ils en somme directe ?

(1) Les ensembles R? et R? sont des R-espaces vectoriels. Soient v = (z1,y1),v = (Z2,y2) deux

vecteurs deR?. On a

flut+v) = f((z1,51) + (22,92)) = f((x1 + 22,91 +12) =

= (21 + 22 = 2(1 +42), 11 + T2 + Y1+ Y2, —3(71 + 22) + Y1 + Yo, —2(21 + 72) + 3(y1 + ¥2))
1 — 2y1 + X9 — 2y2,l’1 -+ U1 + 29 + Ya, —3$1 + U1 + <—3$2 -+ yg), —2:L’1 + 3y1 — 2.7}2 + 3y2)
1 — 2y1, xr, + Y1, —3I1 + Y1, —21‘1 + 3y1) + (I‘Q — 2y2, To + Ya, —SIQ + Ya, —21’2 + Syg)
(z1,91) + f(22,92)
(w) + f(v).

Soient (z,y) € R* et « € R. On a

=
=
=/
=

fla(z,y)) = flax, ay) = (ax — 20y, ax + ay, —3azx + ay, —2ax + 3ay)
= (a(z —2y),a(z +y),a(=3z + y),a(—22 + 3y)) = a(x — 2y,x + y, =3z + y, —2z + 3y)
= af(z,y).

L’application f est donc bien linéaire.

(2) Soit By = {e; = (1,0),e5 = (0,1)} la base canonique de R? et By, = {e; = (1,0,0,0),e5 =
(0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)} la base canonique de R* La matrice de f relative aux
bases canoniques de R? et R* notée M s, 5, est obtenue en mettant les coordonnées de f(e;) dans la
base canonique de R* dans la premiére colonne et les coordonnées de f(ey) dans la base canonique
de R* dans la deuxiéme colonne. Or f(e;) = f(1,0) = (1,1,—-3,-2) = &1 + &3 — 3e3 — 2¢4 et
f(eg) = f(O, 1) = (—2, 1, 1, 3) = —2e1+e&9+ €3+ 3¢y d’ou

1 -2
1 1
Mf,32,34 = -3 1
-2 3
(3) Le noyau de f est par définition Ker(f) = {(x,y) € R? tel que f(x,y) = (0,0,0,0)} donc
1 =2 0 x—2y
1 1 x) |0 T+y a
(z,y) € Ker(f) & 3 1 <y>_ o | € Csrty s{r=0=y.
92 3 0 —27 + 3y

Donc Ker(f) = {(0,0} et 'application est injective.



(4) D’apres le théoréeme du rang, on a
dim R? = dim Ker(f) + dim Im(f) = dim Ker(f) + rang(f)
d’ou
rang(f) =2—-0=2.

Ainsi Im(f) est de dimension 2 et puisqu'une I'image des vecteurs d’une base de R? constitue une
famille génératrice de Im(f), {f(e1), f(ea)} = {v1 = (1,1, -3,-2),v9 = (—=2,1,1,3)} est aussi une
base de Im(f).

Un espace F est est un supplémentaire de I'm(f) dans R* si c’est un sous-espace de R* qui
vérifie F @ Im(f) = R* c’est-a-dire si F' et I'm(f) sont en somme directe. ceci qui équivalent & dire

qu’en concatennant une base de F' et de Im(f) on ait une base de de R*. Considérons les vecteurs
{vs =¢; =(1,0,0,0),v4 = 2 = (0,1,0,0)}. La matrice

1 -2 10
1 1 01
-3 1 00
-2 3 00
a pour déterminant —9 + 2 = —7 # 0 ce qui implique que {vy, v2, v3,v4} est une base de R*. Ainsi

les espaces Vectg{vy,va} = Im(f) et F = Vectg{vs,vs} sont supplémentaires dans R*.
L’espace Ker(f) est un sous-espace vectoriel de R? et 'espace Im(f) est un sous-espace vectoriel

de R*, ils ne peuvent donc pas étre en somme directe.
Exercice 3. Soit f : R?® — R? ’application linéaire définie par
f(el)=2ef —es +ef, f(es) =—ei + ¢ —2e, f(ef) = —¢el +3e5 — 2¢5.
(1) Ecrire la matrice de f relative 4 la base canonique {7, €3, €; }.
(2) Soit X = (71,22, 73) € R3. Ecrire I’expression analytique de f(?)
(3) L’endomorphisme f est-il bijectif ?

(1) Soit M la matrice de I'endomorphisme f relative & la base canonique {e7, €3, €4} :

F(&) f(e3) (@)

2 -1 —1 el
M = -1 1 3 I
1 -2 -2 124

) Soit X = (71, 79, x3) € R3. Calculons f(?)

f(?) = f(zie + 7263 + x3€3) = 21 f(€1) + 22f (€5) + 23 f(€3)
=21(26 — & +€}) + 22(—¢] + e — 2€5) + x3(—¢f +3e — 2¢])
= (Z’El — Ty — £E3)6—1> + (—lL‘l + To + 3[L’3)€—2> + (171 - QZEQ - 2[L‘3)6—3>
= (2.’131 — X9 — T3, —T1 + T2 + 3.1'3, 1 — 2.1'2 — 2{E3)

L’expression analytique de f est donc

f($1,$2,x3) = (2271 — X9 — T3, —T1 + T2 -+ 3$3,$1 — 22(32 — 21’3)



(3) Une application linéaire f est bijective si et seulement si f est a la fois injectifve et surjectifve
mais f est un endomorphisme,

f injectif < f surjectif < f bijectif
En effet, Ker(f) ={(0,0,0)} < dim Ker(f) =0 et d’apres le théoréme du rang on a :
dim Ker(f) = 0 < dim Im(f) = dimR® — dim Ker(f) = 3.

Ainsi Im(f) est un sous-espace de dimension 3 de R? ce qui implique Im(f) = R? et f est
surjective. Ainsi pour un endomorphisme les notions d’injectivité et de surjectivité (et donc
de bijectivité) sont équivalentes.

Déterminons donc le noyau de f.

T 0 200 — x93 — 23 =10 —T1+ 29 —223=0
(v,y,z) eKer(f)yeM| vy | =0 | —s1+2—-223=0 &< 22y —x9—23=0
z 0 T, — 2209 — 223 =0 T — 2209 — 223 =10

—x1 +x9 — 223 =0
& Ly +2104 To—br3=0 S{r;=29=23=0
L3—|—L1 —.T2—4£C3:0
Ainsi Ker(f) est réduit a {Ogs } et 'endomorphisme f est injectif donc surjectif donc bijectif.

On aurait aussi pu déterminer Im(f). On sait que Im(f) = Vectg{f(e1), f(€3), f(e3)} et
que c’est un sous-espace vectoriel de R?. Or det M = 2 x (=2 + 6) + 1(2 — iz - 1(2 —-1) =
4—-1-1= 2 # 0 donc M est aussi la matrice de changement de base de {61, s, 63} a la base
{f(eD), f(e3), f(ed)} et Im(f) = R3. Ceci veut dire que f est un endomorphisme surjectif
donc injectif donc bijectif.

Exercice 4. On considére dans R? les vecteurs dont les composantes dans la base cano-
nique sont

U=(-1,1,-1), V=(0,21), W=(2-3-1).
(1) La famille {7 i IT/} forme-t-elle une base de R3?

(2) Ecrire les composantes des vecteurs e;,e;,e; de la base canonique dans la base

(U, V, ).
(3) Soit X = (1,1,1). Ecrire les composantes de X dans la base {ﬁ 7 Wi.
(4) Donner la matrice de ’application f de I’Exercice 3 dans la base {E}, 7, I?/}

%
(1) La famille {ﬁ, 7, W} est une base de R? si et seulement si

-1 -0 2
det P = det 1 2 -3
-1 -1 -1

(on a 3 vecteurs de R? qui est un espace de dimension 3 donc s’ils sont libres ils forment une
base) Or cette matrice a pour déterminant —1 X (=2 —3) +2x (=14+2) =5+2 =7 # 0.

Ainsi {ﬁ VW ,WW} est une base de R?
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(2) La matrlce P obtenue précédemment est la matrice de passage de la base {e],e3,e5} & la
base {ﬁ 7} Pour obtenir les composantes des vecteurs e_f, e_2>, e3 de la base canonique

dans la base { VW , W} on peut écrire la matrice de passage de la base {ﬁ VW , W} ala base
{61, €3, 63} ce qui n’est autre que la matrice

N @ aa ;

1( 72 ¢ — _5 _2 _4
P‘lz? 4 3 -1 |= A 7
1 -1 =2 [T —
T 7T 7 W

On a alors & = — 5ﬁ+47+1W 62:—252-1—57—1{/1/ e_g:—% _% _217/

) Soit ? (1,1,1). Ecrivons les composantes de ? dans la base {ﬁ 7 , W}. Le vecteur colonne
des composantes de Y dans la base canonique est
1
X=11
1

_>
Le vecteur colonne des composantes de ? dans la base {ﬁ, 7, W} est
1

7
X' =P'X = SQ
7
ce qui signifie que Y = —Qﬁ + §7 — £
(4) On connait la matrice de 'application f de I’Exercice 4 dans la base canonique. On obtient
M = f7{3’77 la matrice de I'application f dans la base {ﬁ 7 W

M =P "Mz zayP = P 'MP
-5 —2 —4 2 -1 -1 -1 -0 2

4 3 -1 -1 1 3 . 1 2 =3
1 -1 -2 1 -2 -2 -1 -1 -1

M =

- =



