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Chapitre 4

Couple de variables aléatoires. Corrélation

Le but de ce chapitre est de présenter une étude simultanée de variables aléatoires. Le cas
le plus simple est celui d'un couple de variables aléatoires que 'on va considérer comme une
variable aléatoire mais a valeurs dans R?. Dans ce cas, on n’étudie pas simplement chacune des
deux variables, mais on présente une étude globale, analogue & celle que 1’on fait en analyse
avec des fonctions de plusieurs variables & valeurs dans R"™.

1. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

1.1. Définition : Fonction de répartition d’un couple de variables aléatoires. Soient
X et Y deux variables aléatoires sur 'espace 2. On s’intéresse dans ce paragraphe au vecteur
aléatoire X = (X,Y) de dimension 2, appelé communément couple de variables aléatoires.
Ainsi

X:Q—-R?

est une fonction & valeurs dans le plan R?.

Définition 1. La fonction de répartition du vecteur X = (X,Y') la fonction de deux variables
x,y donnée par
Fx(z,y) = P{X <z, et Y <y}.

Exemple. On dispose d’une urne contenant quatre jetons numérotés de 1 a 4. On tire au
sort successivement deux jetons sans remise. On note (X,Y’) les résultats des deux tirages.
Considérons le couple (X,Y). Sa fonction de répartition est donnée par

On a

P(X=4Y=1)=0 i=1,---,4

P(X=iY=j)=1/12 1<ij<d4, i#j
1
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On en déduit la fonction de répartition de ce couple. On peut présenter ces valeurs dans un
tableau :
1 2 3 4
0 |[1/12] 1/2 |1/12
/121 0 |1/12]1/12
/121 1/12] 0 |1/12
/12 (1/12|1/12| 0

.Jkoo[\:)»—tﬁ
!

1.2. Propriétés. La fonction de répartition Fx vérifie
(1) Fx(—o00,x9) = Fx(x1,—00) =0,
(2) Fx(400,+00) = 1.
Cette fonction est également croissante en chacune de ses variables.
1.3. La loi de probabilité du couple X = (X,Y’) ou loi conjointe. Rappelons que la loi
de probabilité d’une variable aléatoire X sur €2 est la probabilité
Px(Ja,b)) = Pla < X <b} = P{w € Q, a < X(w) < b}).

Considérons a présent le couple X = (X, Y). L’événement {a; < X < by, as <Y < 25} est le
rectangle formé des points (z,y) de R? tels que a; < X < by et as <Y < bs.

Définition 2. La loi de probabilité du couple X = (X,Y') de variables aléatoires sur ) est
donnée pour tout rectangle R =]ay, by]x]as, bs] du plan R? par

PX:P({CL1<XSZ)1, (12<Y§b2}).

On a donc
Px = Fx(b1,b2) — Fx(ay,b2) — Fx (b1, a2) + Fx(a1, az).
C’est donc la probabilité pour que X = (X3, X5) soit dans le rectangle R.

1.4. Lois marginales. Soit X = (X,Y’) un couple de variable aléatoires sur .

Définition 3. On appelle loi marginale de X du couple X = (X,Y") la loi suivie par la seule
variable aléatoire X .

Connaissant la fonction de répartition de X, il est facile de trouver la fonction de répartition
de la variable X. On aura par exemple

Fx(z1) = F(z,+00).
On définit de méme la loi marginale de Y. Dans ce cas on aura

Fy(y) = F(+00,y).



Michel Goze 3

1.5. Lois marginales. Supposons que 2 = {wy,-- ,w,}. Dans ce cas, la loi du couple X =
(X,Y) sera représentée par un tableau a double entrée. Les lignes correspondent aux valeurs
P(X(w;)) et les colonnes aux valeurs P(Y (w;)). On notera

pi,j = P(X = wI,Y = w])

Le tableau se présentera ainsi

Y(w)) /X (wi) | X(wi) | X(ws) |-+ | X(wn)
Y(w1) P11 P21 |- Pnm1
Y (w2) P12 P22 |- Pn2
Y(Wn) Pin DPon o Pnn

Exemple. Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire deux boules de
I'urne. Soit X, la variable aléatoire égale a 1 si la premiére boule est blanche, a 0 sinon. Soit
X5 la variable aléatoire égale a 1 si la deuxieme boule est blanche, & 0 sinon. Déterminons la
loi conjointe du couple (X7, X5). On suppose que les tirages se font sans remise. Le tableau est
ainsi :

Xo(wj)/Xi(wi) | 0 | 1
0 277 2/7
1 2/7 17

Posons
X(wa) = T, Y(wl) = yi‘

Définition 4. Soit X = (X,Y) un couple de variables aléatoires sur Q0 de loi Px. Alors les
applications

Px(z;)) =P{X =u;} =pie =pi1 +piz+ - +Din
et

Py(y;) = PAY =y;} =pej =p1j+poy+ - +Dn;
sont appelées les lois marginales du couple X = (X,Y). Ce sont les lois de probabilité de
chacune des variables X etY .

Dans 'exemple précédent, on peut compléter le tableau en inscrivant les lois marginales. On
obtient

Xo(wj)/Xa(wi) | 0 | 1 | Px,
0 377 |27 [4]7
1 277 (17 3/7
Px, VARV AN

Notons enfin que la seule connaissance des lois marginales ne suffit pas pour déterminer la loi
du couple.

Soit X = (X1, X») un couple de variable aléatoires sur (£, P).
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Définition 5. Pout tout y; € Y(Q) tel que P(Y = y;) # 0, la loi Py—,, de X sachant
{Y =y,} est donnée par

Px(zi, ;)

PY =y;)

De méme, pout tout x; € X(Q) tel que P(X = x;) # 0, la loi Px_,, de Y sachant {X = z;}
est donnée par

PY:yj(X :.ZL'l> = P(X :Z'“Y:yj) =

Pree(V =) = PX =Y =y) = 55

Chacune de ces applications , Px—,, et Py—, sont des probabilités sur 2. Déterminons ces
lois dans ’exemple précédent :

Xw)] 0 [ 1 Yw)] 0 | 1
Py_o [1/2]1/2], [ Px_o | 1/2]1/2

Py |2/3[1/3] [Px—1 |2/3]1/3

2. CORRELATION

2.1. Variance de la loi du couple X = (X,Y'). Rappelons que 'espérance de la variable X
est

EX)=n1P(X =21)+2P(X =23) + -+ 2,P(X = x,).

Nous avons vu, qu’étant donné un couple X = (X,Y’) de variables aléatoires la loi de X et
Y correspondait aux lois marginales. On suppose donc donnée la loi du couple X = (X,Y),
c’est-a-dire

pij=PX =1,Y =y;).
L’espérance de X sera donc donnée par
E(X) = 21p1e + Top2e + -+ + TpDnye
et celle de Y par
E(Y) = Y1De,1 + Y2De 2 + -+ YnPe.n-

Définition 6. On appelle variance de la loi du couple X = (X,Y), la donnée des variance
V(X) et V(Y) avec

V(X) = (21— B(X))*pra + (22 = B(X))'pra+ -+ + (0 — E(X)) e

et
V(Y) = (1 = E(Y))’per + (4 = E(Y))*pap + -+ (yn — E(Y))*pen.
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2.2. Corrélation. Commengons par définir la covariance du couple X = (X,Y).

Définition 7. On appelle covariance de la loi du couple X = (X,Y),
COU(X, Y) = Z szygpz,g
i,J

Remarquons que la covariance du couple (X, X) est égale a V(X)2

2.3. Coefficient de corrélation. Introduisons enfin le coefficient de corrélation du couple

X = (X,Y).

Définition 8. Le coefficient de corrélation du couple X = (X,Y) est le scalaire
_ Cov(X,Y)
VXOV(Y)

Ce coefficient est un réel compris entre —1 et 1. Lorsque r =1 on a
Cov(X,Y) =/ V(X)V(Y).
On montrera en exercice que dans ce cas les variables X et Y sont reliées par une relation

linéaire.

2.4. Variables aléatoires décorrélées. Le coefficient de corrélation est surtout utilisé pour
établir un rapport entre deux variables prenant un nombre assez conséquent de valeurs. Il
faudra toutefois se méfier de son interprétation, surtout lorsqu’il est proche de 1. Voir exercice

Toutefois

Définition 9. Soit r le coefficient de corrélation du couple X = (X,Y). On dira que les

variables aléatoires sont décorrélées si
r=0.

3. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

3.1. Définition. Soit X = (X,Y") un couple de variables aléatoires.

Définition 10. On dit que les variables X et X sont indépendantes si la fonction de répar-
tition du couple vérifie

Fx(z,y) = Fx(x)Fy(y)

pour tout x,y € R.

Comme les variables aléatoires X et Y sont supposées finies, elles sont indépendantes si et
seulement si

PX=xzY=y)=PX=x)PY =vy).
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Dans ce cas, la donnée des lois marginales permet de trouver la loi conjointe, ce qui en général
faux si les variables ne sont pas indépendantes.

Exemple Deux personnes se donnent un rendez-vous. L’heure d’arrivée de ces deux personnes
est une variable aléatoire uniforme répartie sur l'intervalle (20h, 21h). Ces deux variables sont
indépendantes. Quelle est la probabilité pour que la premiére personne arrivée attende plus de
10 minutes 7

Désignons par X et Y les deux variables correspondant aux dates d’arrivée en minutes de

chacun des individus. Il s’agit de deux variables indépendantes de loi uniforme entre 0 et 60.
On peut supposer ces variables continues de densité

1

fX(x) = %, fY(y) = @

Comme ces variables sont indépendantes
PIX<Y+10)+PY <X +10)=2P(X +10<Y).

On en déduit

60 y—10 1 25
2P(X+10<Y) = 2// fx(z,y)dedy = 2/ / (—)dwdy = —.
s+10<y 0 Jo 60 36

3.2. Indépendance et corrélation. Nous avons donc deux notions, la corrélation et I'indé-
pendance, permettant de comparer deux variables aléatoires. Il ne faut surtout pas confondre
ces deux notions. Toutefois, on a

Proposition 1. Si les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes, alors elles sont dé-
corrélées, c’est-a-dire vérifient
r(X,Y)=0.

La réciproque est fausse en général.

3.3. Application : La variance de la somme de deux variables aléatoires. Nous avons
énoncé ce résultat dans le chapitre précédent, mais sans aucun commentaire. Nous pouvons
donc maintenant apporter des précisions.

Théoréme 1. Egalité de Bienaymé Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes,
alors la variance de la somme et la somme des variances :

VX +Y)=V(X)+ V()

Démonstration. En effet, en utilisant les mémes notations que ci-dessus
V(X) = (21— B(X))’pre + (22 — B(X))poe + -+ (20 — E(X))’pne
V(Y) = — BE(Y))pes + (y2 = E(Y))’pep + -+ + (Yo — E(Y))*pan-
On a aussi
V(X4Y) = (21451 — E(X+Y)*pra+ (2o tys— E(X+Y))poot- -+ (@n 90— E(X+Y))ppn.

Comme les variables aléatoires sont indépendantes,

Di.j = DPieDe ;-
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On a aussi
En reportant ceci dans I'identité précédente, on aboutit & la relation voulue.



