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ou celui C des nombres complexes.
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1. DEFINITION D’UN ESPACE VECTORIEL

Nous allons dans ce chapitre généraliser ce que nous avons vu au chapitre précédent, concer-
nant la structure des vecteurs dans 'espace et les deux opérations qu’étaient l’addition des
vecteurs et la multiplication par un scalaire, a des ensembles quelconques dont les éléments
seront appelés vecteurs et sur lesquels nous définirons une addition et une multiplication par
un scalaire.

1.1. Définition d’un espace vectoriel sur un corps. Soit F un ensemble dont les éléments,
qui seront appelés "vecteurs', seront notés par une majuscule fléchée, comme X, Y ou méme
indexée, X7, Xs. Les éléments de K, appelés "scalaires" seront notés par une minuscule latine
ou grecque, x,y,o qui peuvent étre indexées x1,rs,03.
Définition 1. On dit que [’ensemble non vide E est un espace vectoriel sur K, ou un K-espace
vectoriel, s’il posseéde les propriétés suivantes

(1) Il est muni d’une premiére opération interne, appelée addition, qui associe d deux €élé-

ments quelconques Y, 7 de E un troisieme élément noté ?4—7, cette opération possédant
les propriétés suivantes :

(a) Elle est associative VY,?, 7 ¢ E, (7 + 7) + 7 =X - (7 + 7),

(b) Elle est commutative : V?, 7 € F, ? + 7 = ? + Y,

(c) ieazz’ste un €lément neutre 6) € E, appelé vecteur nul : VY € FE, Y + 6> =
0+X =X,

(d) Tout élément ? de E posséde un symétrique (—‘)_(z) € E par rapport a 0

VYEKﬂ:%eE ?+@%:3ﬂ

(2) Il est muni d’une deuziéme opération externe, appelée la multiplication par un scalaire
ou multiplication externe, qui a un élément ? de E et un scalaire o de K fait correspondre
un vecteur noté a X de E, cette opération vérifiant les propriétés suivantes

(1) Yo, €K, VX € E, a(fX) = (af)X,

(b) Va,B €K, VX €E, (a+ )X = aX + X,
(¢) Ya €K, V?,?EE, a(?—i—?):aY—{—a?,
(@V?eﬂl?:Y.

Notez que nous ne parlons pas (encore) de multiplication de vecteurs. Ceci viendra plus tard.
Comme conséquences directes de cette définition, on montre (ceci se fera sous forme d’exercices)
les propriétés suivantes :

(1) VX € E, 0X = 0..

(2) Va € K, a0 = 6>,

(3) aX = 0 siet seulement sia =0 ou X = 0.
(4

) VX € E,~X = —1X = —X.

Toutes les propriétés présentées dans la définition ci-dessus permettent de simplifier des
expressions linéaires entre vecteurs de E. Par exemple

32X —4Y)+5X +Y =6X — 12V +5X + ¥ = 11X —11Y =11(X - Y).
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1.2. Exemples d’espaces vectoriels. Les exemples ci-dessous ne sont pas détaillés. Les dé-
monstrations doivent étre faites a titre d’exercice.

(1) R est un espace vectoriel sur R. De méme C est un espace vectoriel sur C. Effet, si
z,y € R, alors 'addition x + y vérifie bien les axiomes (a),(b),(c) et (d) de I'addition
donnés dans la Définition 1. La multiplication externe est donné par la multiplication de
R : soit @ € R ici R joue le role de K et soit x € R, ici R joue le réole de E, alors ax
correspond au produit classique de réels et cette opération vérifie les axiomes (a),(b),(c)
et (d) de la multiplication par un scalaire donnés dans la Définition 1.

(2) C est un espace vectoriel sur R. En effet 'addition correspond a I'addition des nombres
complexes. La multiplication externe par un scalaire de R est défini naturellement par

Va € R, z+iy € C, alors «a(x + iy) = ax + iay

et cette multiplication externe est bien définie.

Remarque importante. Nous avons construit dans ces deux exemples ci-dessus deux
espaces vectoriels :

(a) Iespace vectoriel C sur C, ici les scalaires sont complexes,
(b) I'espace vectoriel C sur R, ici les scalaires sont réels.

Ces deux espaces vectoriels, bien qu’ayant le méme ensemble sous-jacent a savoir 1’en-
semble C, sont totalement différents en tant qu’espaces vectoriels. Dans le deuxieme, on
ne s’autorise pas la multiplication d’un complexe par un autre complexe mais seulement
la multiplication d’'un complexe par un scalaire réel. On notera également que R n’est pas
un espace vectoriel sur C car la multiplication externe n’est pas définie. En effet si a« € C
et X € Ralorsa=a+ibet X =z et aX = (a+ ib)x = ax + ibx et ceci n’appartient
pas toujours a R. Par exemple a =i et X = 2, alors a X = 2i ¢ R.

(3) R est un espace vectoriel sur Q, le corps des nombres rationnels. Cet espace vectoriel est
assez délicat a étudier. Il est a la base de la théorie des nombres, de la théorie de Galois
théorie qui s’intéresse a l'existence ou pas de formules donnat les racines d'une équation
polynomiale de degré quelconque. Il est totalement différent, comme espace vectoriel de
I’espace vectoriel R sur le corps R.

(4) L’ensemble des vecteurs de I’espace comme décrit dans le chapitre précédent et cet exemple
sert en quelque sorte de modele d’espace vectoriel réel.

(5) Soit n un entier positif non nul et R* = {(z1,--- ,z,), v; € R, i =1,--- ,n} Pensemble
des n-uples de nombres réels. Alors R™ est un R-espace vectoriel pour les deux opérations
suivantes :

(a) (1’1,"' 7xn) + (yla"' :yn) = (xl + Yy, axn+yn)7
(b) a(zy,--- ,x,) = (axy, - ,ax,), a €R.

On vérifie sans peine que toutes les propriétés de la définition sont vérifiées.

(6) L’ensemble des fonctions f : R — R d’une variable réelle a valeurs dans R est un espace
vectoriel sur R. L’addition est définie par

(fr + f2)(2) = fi@) + fa(2),

et la multiplication par un scalaire par

(af) (@) = a(f(z)).
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L’ensemble des fonctions continues d’une variable réelle & valeurs dans R est aussi un
R-espace vectoriel. De méme pour ’ensemble des fonctions dérivables.

2. SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE VECTORIEL DONNE

2.1. Définition et exemples.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel sur K et soit F' une partie non vide de E.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si
(1) La somme ? + 7 de deux vecteurs de F' est encore dans F,
(2) Le produit a? de o € K et d'un vecteur ? € F est encore dans F'.

Ces deux conditions peuvent se résumer en une seule :

Proposition 1. Une partie non vide F' est un sous-espace vectoriel de E si pour tout a, f € K

et ,7€F, alors
oz)_g—f—B?GF.

On vérifie sans peine que si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors F' est aussi un K-espace
vectoriel. En particulier, si F' est un sous-espace vectoriel de F alors

Ter

Cette remarque est tres utile pour montrer que ensemble donné est muni d’une structure
d’espace vectoriel, il suffit de voir qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu
et pour montrer qu’il est non vide, on montre qu’il contient le vecteur nul.

Exemples.

(1) Si E est un espace vectoriel sur K, alors F et { 0 } sont des sous-espaces vectoriels de E.
On dira que sous-espace vectoriel de F est un sous-espace propre s’il est distinct de F
lui méme et de {0}.

(2) Considérons l'espace ordinaire et son origine O comme nous 'avons défini au chapitre
précédent. Nous avons vu que c’est un espace vectoriel réel. Toute droite passant par 0
et tout plan passant par O sont des sous-espaces vectoriels. Ce sont les seuls sous-espaces
vectoriels propres

(3) Regardons sur un exemple ce qui vient d’étre dit. Considérons dans R? I’ensemble P des
points de R3 vérifiant ’équation

20 —y+ 32 =0.

Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de R3.

(a) P est non vide, le vecteur nul (0,0, 0) vérifie bien 2 x 0 —0+4 3 x 0 = 0.

(b) Soient My = (x1,41, 21) et My = (23, Yo, 22) deux points de P. Montrons que pour tout
a,b € R le point aMy + bMy = (axy + by, ay; + bys, azy + bzy) appartient aussi a P.
Par hypothese M; € P, c’est-a-dire

2.1'1 — U1 + 321 =0.
De méme, on a
21‘2 — Y2 + 322 =0.
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Le point aM; + bM; est aussi dans P si et seulement si
2(axy + bxg) — (ayr + by2) + 3(az + bzy) = 0.
Or
2(axy + bray) — (ayr + byz) + 3(azy + bze) = a(2x1y — y1 + 321) + b(wg — Yo + 329) = 0.
Ainsi aM; + bM;y € P.

(4) Soit F(I,R) I'ensemble des fonctions d’une variable réelle définie sur l'intervalle I C R
et a valeurs dans R. Nous avons vu que cet ensemble était muni d’une structure d’espace
vectoriel pour I'addition des fonctions :

(fi + f2)(2) = fi(z) + fa(z)
et la multiplication externe
(afi)(x) = afi(x).

Considérons le sous-ensemble Fy(I,R) des fonctions continues sur 1. C’est un sous-espace
vectoriel de F(I,R). En effet

(a) La fonction nulle : 0(z) = 0 est continue sur 1,

(b) Soient f; et fo deux fonctions continues appartenant a F(I,R). Comme la somme de
fonctions continues est encore une fonction continue, alors f; + f1 € Fo(I,R).

(c) De méme, si a € R et f; continue, alors la fonction af; est aussi continue.
On en déduit que Fy(I,R) est un sous-espace vectoriel de F(I,R).

(5) On montre de la méme fagon que le sous-ensemble F; (I, R) de F(I,R) formé des fonctions
dérivables est un sous-espace vectoriel de F(I,R). Notons également que le théoreme,
toute fonction dérivable sur I est continue sur I est équivalent a dire que F(/,R) est un
sous-espace vectoriel de Fy(I, R).

2.2. Intersection de deux sous-espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E. La
propriété suivante concernant des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel donné est tres
utile dans I'étude géométrique des sous-espaces vectoriels de R".

Proposition 2. Soient I et Fy deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E sur K.
Alors Uintersection Fy N Fy est encore un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Montrons qur F} N F, est un sous-espace vectoriel de E

(1) FiNFy # 0. En effet comme F; et F, sont des sous-espaces de E, ils contiennent tous les
deux le vecteur nul.

(2) Soient ? et ? deux vecteurs de F} N F;, et soient a,b € K. Montrons que
a?—i—b? e FiNFE;.

Par hypothese ? et ? sont dans Fj. Comme F] est un sous-espace vectoriel de FE,
aX +bY € F|. De méme ? et sont dans Fy. Comme F5 est un sous-espace vectoriel
de F, a? + b? € F5. Ainsi oz)_(> + b? € 1N Fy et I N EFy est un sous-espace vectoriel
de E.
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Remarque. Il n’en est rien concernant la réunion de sous-espaces. En général si F; et F; sont
deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel F sur K, alors la réunion F; U F; n’est pas
un sous-espace vectoriel de E. Prenons par exemple F = R? et considérons

Fi={(r,y) eR*x+y=0}, K ={(a,y) eR* 2z —y=0}.
Soient X = (1,-1) et Y = (2,2). Ces deux vecteurs de R? sont bien dans la réunion F; U F}
car 7 € I et € F,. Mais
X4V =11+ (2,2) = (3,1)

et ce vecteur n’est ni dans F; ni dans F, et donc n’appartient pas a F; U F,. Cette réunion
n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R2.

3. SOUS-ESPACES VECTORIELS ENGENDRES PAR UNE PARTIE A DE F

Soit E un espace vectoriel sur K.
3.1. Combinaison linéaire.

Définition 3. FEtant donnés une famille finie de vecteurs de F, v_f,v_%,--- ,v_p>, on appelle

combinaison linéaire de ces vecteurs, tout vecteur V. de E qui s’écrit
— — —
7:a1v1 + asvy + -+ apvy,

avec ay, g, - ,a, € K
On écrira aussi de facon abrégée
i=p
i=0
La combinaison linéaire est donc en quelque sorte 'opération de base dans un espace vectoriel.

Définition 4. Soit A un partie de E. On appelle combinaison linéaire des éléments de A toute
combinaison linéaire

CL1U_1>‘1‘612U—2>-|-'--+6va_p>
— —

\ —
ol Vi, V3, ,v, €Aetay,ag,-,a, €K

Notons bien ici que I'on ne considére que des combinaisons linéaires de nombre fini de vec-
teurs de A méme si A contient une infinité de vecteurs (par exemple une droite dans un plan
vectoriel).

La proposition suivante découle directement des définitions :

Proposition 3. Une partie non vide A de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si toute combinaison linéaire de vecteurs de A appartient a A.

3.2. Sous-espace vectoriel engendré par une partie A de F.

Théoreme 1. Soit A une partie non vide de E. Parmi tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant A, il y en a un plus petit qui est donné par l’ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs de A.

Démonstration. Montrons tout d’abord que 'ensemble F' des combinaisons linéaires de vecteurs
de A est un sous-espace vectoriel de F.
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(1) Comme A est non vide, on peut considérer un vecteur o € A. Soit la combinaison linéaire
z — . Elle est dans F par définition de F. Comme elle donne le vecteur nul, on a bien
0erl

(2) Considérons deux éléments de F' :

%
V = a0 + asW + -+, W= 01, + bl + -+ + byl
avec vj, - ,vj,ﬁ,--- ,@EAet a, -+ ,ap,by, -, b, € K. Alors

%
VW = i + a9 + -+ + 4,0, + byio, + byith + - + by,

qui est bien une combinaison linéaire d’éléments de A et donc ce vecteur est dans F et F
est un sous-espace vectoriel de FE.

Si maintenant F” est un autre sous-espace vectoriel de E contenant A, il contient toutes les
combinaisons linéaires de vecteurs de A et donc il contient bien F'. Nous dirons que F est le
sous-espace vectoriel engendré par A. Un cas qui nous intéressera particulierement est celui ou
A est une partie finie.

Exemple.
(1) Soit E = R? at A la partie de E constituée du seul vecteur o = (1,1,1). L’espace
vectoriel engendré par U est 'ensemble des vecteurs du type V? = a et donc

F ={(a,a,a), a € R}.

On trouve une droite vectorielle de vecteur directeur (1,1,1).

(2) Soit E = R3 et A la partie de E constituée des vecteurs 7 = (1,1,1), 03 = (1,0,2). Le
sous-espace vectoriel F' engendré par ces deux vecteurs est ’ensemble des vecteurs de la
forme

V = a(1,1,1) + b(1,0,2) = (a + b,a,a + 2b).
On trouve ici un plan vectoriel de base v—1>, e

(3) On prendra garde au fait que deux vecteurs n’engendrent pas nécessairement un plan.

Par exemple w] = (1,1,1) et wh = (3,3,3) n’engendrent quune droite vectorielle.

D’ apres ce que I'on a vu on a

Théoréme 2. Soit {uy,us, - ,u,} une partie non vide du K-espace vectoriel E. Le plus petit
espace vectoriel contenant {uy, ug, -+ ,u,} est

{arun + agug + -+ -+ Qply; ar, e, €KY
que l'on va noter Vectg{uy, ug, -+ ,up,}.

Les espaces vectoriels
Vect]K{ul,u27 e 7un} = {alul + XD + I + P _|_ AUy O, , Oy € ]:K}7

qui sont des sous-espaces vectoriels de E, seront déterminants dans la suite du cours.
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4. SOMME ET SOMME DIRECTE DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS

4.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels. Nous avons vu que la réunion de deux sous-
espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. Nous pouvons nous
intéresser au plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient cette réunion et qui peut étre £
lui méme, c¢’est-a-dire au sous-espace vectoriel engendré par la réunion de ces deux sous-espaces.
Nous sommes alors conduits a la définition suivante :

Définition 5. Soient Fy et Iy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme Fy + Fy de
ces deux sous-espaces est le sous-espace vectoriel engendré par la partie A = Fy U Fy. Il est
donné par

- - — —
F1+F2:{X1+X2, X, eFl,XQ EFQ}

Démonstration. Montrons que I} + F5 est un sous espace vectorlel de E. L’ensemble F| + F,

est un sous-ensemble de E qui est non vide puisque ﬁ + 0 = 0 est un élément de F} + F3.
Soient 7 7 € Fi + B, al,a2_€> K. Mon_)trons que a1 Y + a27 6 F+ F2 Par définition de
]i + Fy il ex1ste des vecteurs X € Fl, Xy € F5 tels que = Xl + XQ De méme, il existe

U, c F\, Uy € Fy tels que Z = U, + Uy. Ainsi

g — —
0417 + 0427 = O‘l()il) -+ XQ) -+ ag(U1_+> UQ) N
= (CYle + CYQUl) + (a2X2 + OégUg).

Comme Fj est un sous-espace vectoriel de F, alors al)?i +042?1 € F1. De méme CYQ)?; + agﬁg €
F5. Ainsi a1 Y 4 as Z se présente comme la somme d’un vecteur de Fi et d'un vecteur de F,.
Ainsi F; + F5 est un sous-espace vectoriel de E. Comme il contient Fj et Fy, il contient le sous-
ensemble [ U F,. Manifestement, c’est le plus petit contenant cet ensemble puisque un espace
vectoriel est stable par somme donc doit contenir les éléments + avec e 1 UF,
donc en particulier contenir les éléments du type 7 + 7 avec 7 € ki, ? € FQ

4.2. Sous-espaces supplémentaires. Supposons de plus que les sous-espaces vectoriels Fj
et Iy vérifient

%
FNF,={0}
. Sous cette nouvelle hypothese on écrira la somme de ces deux sous-espaces F; @ F,. Tout

vecteur de F; + Fy s’écrit comme la somme d’un vecteur de Fj et d'un vecteur de F,. Mais
cette décomposition n’est pas en général unique (quand on n’a pas d’hypothése sur l'intersection

Fy N Fy). Toutefois, on montre aisément qu’avec I'hypothese Fy N Fy = { 0 }, tout vecteur de
I, & F; s’écrit de maniére unique comme la somme d’un vecteur de F; et d’un vecteur de
F5. Si de plus nous avons

ek =FE

nous dirons dans ce cas que les sous-espaces vectoriels de F sont supplémentaires.

Exemple. Considérons dans R? les deux sous-espaces vectoriels
(1> Fy = {(l’,y,Z) €R3,$+y+220}
(2) o, ={(z,y,2) ER} x —2y+2=0,x+y —22=0}
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Calculons F; N Fy. Soit ? = (z,y,2) € F1 N Fy. Ses composantes vérifient donc le systeme

r+y+z=0
r—2y+z=0
r+y—22=0

Résolvons ce systeme. Eliminons z dans la deuxiéme et troisieme équation. On obtient le
systeme équivalent

Ly x4+ y+2=0
Lo—Ly ¢ —3y=0
Lg—Ll : =32=0

On en déduit y = 0,z = 0et £ = —y — 2z = 0. Ainsi ? = 6) et donc Fy NIy = {ﬁ}
Montrons que tout Ve(ie>ur de R? s’écrit comme la somme d’un vecteE“> de F| et d'un vecteur
de F,. Notons que si X7 = (a,b,¢) € Fi, alors ¢ = —a — b et donc X; = (a,b,—a — b). Soit
)7; = (u,v,w) € Fy. Ses composantes vérifient
{ u—2v+w=>0
u+v—2w=0

Ansi w = —u+2v et en reportant dans la deuxieme équation u+v—2(—u+2v) = 3u—3v =0
soit u = v et donc w = —u + 2v = w. Ainsi Xy = (u,v,w) = (u,u,u). Alors X = X7 + X5 est
équivalent a :

r=a+u

y=b+u

z=a—b+u

Il suffit de montrer que I'on peut déterminer les trois parametres a, b, u en fonction de z, vy, 2.
La premiere équation donne u = x — a. La deuxiéeme se ramene alors a y = b + x — a soit
b= —x+y+a. Enfin la troisitme équation donne z =a—b+u=a—(—x+y+a)+(r—a) =
—a+2xr—ysoita=2r—y—2 Onendéduitb=—-z+y+a=—-2x+y+2r—y—z=x—2
etu=xr—a=x— (22 —y—2)=—x+y+ z En résumé
_>
X;=(a,b,a—b)=Q2x—y—z,x—z,x—y)
—>
X2: (U,U,U,) :(_$+y+za—$+y+za—$+y+z)
et on a
= =
?:(2x—y—z,x—z,x—y)+(—x+y+z,—x+y+z,—x+y+z) = X1+ Xs.
e L.
Ainsi R® = Fy + F, et comme Fy N Fy, = { 0}, on peut écrire
R=F & F

et les sous-espaces Fi et F, sont supplémentaires.



