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2 L1-Mathématiques. Chapitre 6
1. APPLICATIONS LINEAIRES

Nous allons introduire, dans ce chapitre, la notion d’application linéaire entre deux espaces
vectoriels, c¢’est-a-dire les applications qui transforment toute combinaison linéaire de vecteurs
du premier espace en une combinaison linéaire de vecteurs du deuxieme espace.

1.1. Définition.

Définition 1. Soient E et F deuz espaces vectoriels sur le méme corps K (le corps des réels
ou celui des complexes) et soit

f:E—F
une application de E dans F. FElle est appelée linéaire si elle vérifie
(1) Vi, v} € B, f(v] +75) = f(v]) + f(¥3),
(2)VaeK, f(a?)=af(V), VU €E.

Exemples

(1) On considere I'espace vectoriel réel R. Soit f : R — R l'application définie par f(x) = ax
ou a est un nombre réel donné. Elle vérifie, pour tout x,y € R

(a) f(x+y) =alr+y) =ax+ay= f(x) + f(y),
(b) flax) = a(az) = alazr) = af(z)

et f est bien linéaire. On montrera en exercice que toute application linéaire de R dans
R est toujours du type f(z) = ax.

(2) On considere I'espace vectoriel R? et application f : R? — R définie par
f(2,y) = ax + by
ou a, b sont des réels donnés. On a alors

(a) f((z1, 1)+ (22, 12)) = f(x1422, y1+Y2) = a(z1+22) +b(y1 +y2) = f(z1, 1)+ f(22,92)

(b) fla(z,y)) = flaz,ay) = alaz) + blay) = alax + by) = af(x,y). Cette application
est linéaire.

(3) Soit E l'espace vectoriel réel des fonctions réelles d'une variable réelle qui sont dérivables.
Soit D : E — E l'application définie par

D(f)=f
ou f’ désigne la fonction dérivée de la fonction f. Comme
(@) D(fi+ f2) = (fi+ o) = fi+ f3=D(f1) + D(f2)
(b) D(af) = (af) =af = aD(f)

Cette application est linéaire.
1.2. Premiéres propriétés d’une application linéaire. Nous en déduisons immédiatement

la définition que si oclv_f + 0421}_2) + e ozpv_p) est une combinaison linéaire de vecteurs de F,
alors si f est linéaire :

Fa 07 + aos + -+ apup) = ar f(01) + aaf(03) + - + ap (7).
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Proposition 1. Soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Alors
—. =
f(0p) = 0F
ol (g désigne le vecteur nul de E et O_F> celui de F'.

Démonstration. En effet, comme f est linéaire, on a

F(0% +05) = f(0F) + £(05) = 2(0F).

MalsOE+0_v>E:()_E>et donc N
f(0r +0g) = f(0g).
Ainsi _ _
f(0g) =2f(0g)
ce qui implique
—. =
f(0g) = 0p.

Proposition 2. Soit f : E — F une application linéaire de E dans F'. Alors pour tout v eE,
f(=7) = = f(V).

Démonstration. En effet

Application. Considérons la fonction f : R — R donnée par f(x) = ax +b. Alors f(0) = b et
si b £ 0 cette application n’est pas linéaire. Une telle application est appelée affine.

1.3. Un peu de vocabulaire.

Définition 2. Soit E' un espace vectoriel sur K. Une application linéaire
f:E—FE
de E a valeurs dans le méme espace vectoriel est appelée un endomorphisme de E.

Définition 3. Soit E un espace vectoriel sur K. Une application linéaire
f:F—=K

de E a valeurs le corps de base est appelée une forme linéaire sur E.

2. NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

2.1. Noyau d’une application linéaire. Soit f : E — F une application linéaire de E dans
F'. Nous avons vu que

£(0%) = 0r
ou O_E> désigne le vecteur nul de £ et O_>F celui de F'. Ainsi le sous-ensemble de E des vecteurs

qui ont pour image par f le vecteur nul contient au moins Og. On appelle Noyau de f ce
sous-ensemble de E' :

ker(f) = {¥ € E, f(T) =07}

Proposition 3. Soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Alors ker(f) est un
sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration. Comme f((g) = 0—>p, alors (ﬁ € ker(f). Soit 77 et 73 deux vecteurs de ker(f).

Ceci signifie
%
F(0) = f(v3) = Or.

Montrons que v; + v3 € ker(f). Pour cela calculons f(vi + 03).

F(0l +03) = f(0]) + f(03) (car f est linéaire) = Op + 07 = O
et donc v] 4+ 05 € ker(f). Soit a € K et soit ' € ker(f). Montrons que o v/ € ker(f).
—
fla?) =af(V) =alp =05
et donc a ¥ € ker(f). Ainsi ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples

(1) Soit f:R? — R I'application linéaire définie par
f(z,y) =2z —y.

Le noyau ker(f) est le sous-espace vectoriel de R? constitué des vecteurs (z,y) tels que
22—y = 0. Géométriquement, il représente dans le plan R? la droite vectorielle (qui passe
par 0) d’équation
y = 2.
(2) Soit f: R? — R? l'application linéaire définie par
Alors
ker(f) = {(z,y) € R*,(2z —y, 2 +y) = (0,0)}.
Déterminons les vecteurs de ce sous-espace. On doit résoudre le systeme linéaire
20 —y =0
z+y =0
On obtient dans la premiere équation y = 2x et la deuxiéme équation nous donne
r+2xr=3r=0
Ainsi x = 0 et donc y = 0. On en déduit
ker(f) = {(0,0)}.

(3) Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions réelles d’une variable réelle qui sont dérivables.
Soit D : E — E l'application définie par

D(f) =f

ou f’ désigne la fonction dérivée de la fonction f. Nous avons vu que cette application
était linéaire. Son noyau est constituée des fonctions dérivables vérifiant

D(f) = f' =0.

Une telle application est donc constante et le noyau de D est constitué de toutes les
fonctions constantes.
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2.2. Applications linéaires injectives. Le noyau d’une application linéaire contient des
informations sur cette application. Rappelons dans un premier temps la notion d’injectivité.
Une application f : A — B d’un ensemble A dans un ensemble B est dite injective si deux
éléments distincts z; et x9 de A ont pour image par f deux éléments distincts de B. Ceci est
aussi équivalent a dire

f A — B est injective si et seulement si pour tous xi,xe € A, alors x1 # xo implique
f(1) # f(x2).

Ceci est aussi équivalent a dire :

f A — B est injective si et seulement si pour tous x1,xs € A, Uéquation f(x1) = f(x2)
implique T1 = Ts.
Exemples.

(1) Considérons 'application f : R — R donnée par

f(z) =2z + 3.
(Elle n’est pas linéaire). Est-elle injective ? Soit z1 et xs tels que f(x1) = f(x2). On a
alors
200+ 3 =229+ 3

d’ou

211 = 2%
soit

T, = T9g.

L’application est injective.
(2) Considérons I'application f : R — R donnée par
flz) = 2*.

(Elle n’est pas linéaire). Est-elle injective 7 On voit directement que z; = 1 et 29 = —1
ont la méme image f(x1) = f(z2) = 1. L’application n’est pas injective.

Proposition 4. L’cgplz’catz’on linéaire f : E — F est injective si et seulement son noyau
ker(f) est réduit a {Og}.

Démonstration. Supposons que f soit injective. Nous devons déterminer son noyau. Soit 7 €
kelif). Il vérifie donc f (7) = (i:> Mais comme f est linéaire, cette application vérifie aussi
f(0g) = Op. Ainsi f(?) = f(O_E>) L’injectivité de f implique donc v = (E) et donc le noyau
de f ne contient que le vecteur nul de E. Démontrons a présent la réciproque. Soit f: £ — F
une application linéaire vérifiant ker(f) = {0z}. Considérons deux éléments v{ et v3 de E.
Supposons que f (v_1>) =f (272)) La linéairité de f implique

F@7) = f(05) = f(v] — W)

- 'U_g) = 0p. Ainsi 7] — 13 est un vecteur du noyau de f qui par hypothese ne

et donc f(vi

contient que le vecteur nul. D’ou v_1> — v_g = O ce qui donne

v =13

et 'injectivité de f s’en déduit.
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2.3. Image d’une application linéaire. On appelle Image de 'application linéaire f : £ —

F le sous-ensemble de F', noté Im(f) constitué de tous les éléments images par f des éléments
de E :

Im(f) = {f(V), VU € E}.

Proposition 5. Soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Alors Im(f) est un
sous-espace vectoriel de I

Démonstration. Comme f({(g}) = {0_>F}, alors {(ﬁ} est bien dans Im(f). Soient ?1 et ?2 deux
vecteurs de Im( f). Il existe alors vi, v3 € E tels que

@) =Y, f(@) =Y.

Comme f est lindaire, f(v7 +v3) = f(v1) + f(v3). Ainsi
L+ Ve = SO+ £(@) = (@ + )

ce qui montre que la somme }7{+§7§ est I'image du vecteur v_1>—|-v_2> de E et donc 2—1—72 € Im(f).
De méme, soit o € K et Y e Im(f). Il existe ¥ € E tel que f(7) = Y. Alors

QY = af(V) = f(a) (car f est linéaire)

et donc le vecteur ¥ est Pimage de a¢. Donc oY € Im(f). Ainsi Im(f) est un sous-espace
vectoriel de F'.

2.4. Applications linéaires surjectives. L’information sur f contenue dans ce sous-espace
Im(f) de F concerne la surjectivité. Rappelons la définition générale. Une application f: A —
B d’un ensemble A dans un ensemble B est dite surjective si tout élément de B est 'image
d’au moins un élément de A. Ceci est aussi équivalent a dire

f A — B est surjective si pour tout y € B il existe x € A tel que f(x) =y.

Proposition 6. L’application linéaire f : E — F est surjective si et seulement si Im(f) = F'.

Démonstration. En effet si f est surjective, tout élément de F' est l'image d’un élément (au
moins) de E. Ceci signifie que Im(f) = F' et réciproquement.

2.5. Calcul du noyau lorsque E et F' sont de dimension finie. Soit f : £ — F une
application linéaire. Nous supposons ici que E et F sont de dimension finie. Déterminer le
noyau de f consiste a résoudre ’équation vectorielle

—>
F(V7) = {05}
Dans le cas de la dimension finie, cette équation se ramene a un systeme linéaire. En effet,

— —
considérons une base {e_1>, e ,e_,i} de E et une base {f1,---, f,} de F. Alors, si U € E, ilse
décompose de fagon unique dans la base donnée :

T =216+ aals
Comme f est linéaire

F(0) = flmel + -+ anen) = o1 f(e) + -+ zu f (&)
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Mais les vecteurs f €i), s f ( e, ) sont dans F. Ils se decomposent dans la base de F' choisie :
= a11i1> -+ ap fp
=apfi+-+ap fp
ﬁ
—alnfl ’+apnfp
Ainsi _ N o
f(ﬁ)_xl(allfl_‘_ +ap1fp) '+In(a1nf1+"'+apnfp)

Oou encore N
[(X) = (v1a11 + - +£Ena1n)f1 ot (Trap + -+ D) fp-

%
L’équation f(') = {0z} est donc équivalente &
— - =
(1011 + -+ Tp@1) f1 + o+ (T100 + -+ D) [, = {0F}

c’est-a-dire au systeme

1011 + -+ TpQ1, = 0
T1Q91 + + -+ + TpQo, = 0
TiQpr + -+ Tpap, =0

Exemple. Soit I'application linéaire

f:R* = R?
définie par
) =27+ %, (=T +T+ %, f(F)=—27 - %

Calculons son noyau. Soit v = x? + y7 + z? € R3. Alors

F) = 1T 4y +2K) =2f (D) +uf(T) + 2 (F)
et donc

FO) =27 + K)+y(T + 7 + K)+2(—27 — k)
ce qui s’écrit

F) = Qe+y—22)7 + () +(@+y—2)k

D’ou le systeme

On en déduit y = 0 et donc

soit & = z. Ainsi si ¥ = (x,y, 2) € ker(f), alors les coordonnées vérifient
r=z y=0.

Dot ¥ = (,0, ). Ainsi
ker(f) = {(z,0,7) € R®, x € R}.
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2.6. Comment déterminer Im(f) lorsque E est de dimension finie. Supposons que FE
soit de dimension finie n. Considérons une base {e_1>, 2R ,a}} de E. Tout vecteur ¥ de E
se décompose sur cette base U = x1€—1> 4+ xne_g. Considérons le sous-espace Im(f) de F.

Soit ¥ € Im(f). Par définition, il existe ¥ € E tel que Y = f(V). Ainsi
Y = f(T) = f@1 @+ 20 T0) = 21 f(0]) + - + 2a f(E).

Ceci nous montre que tout vecteur de Im(f) est une combinaison linéaire des vecteurs

FE), - f(en).
On en déduit que si {e7, €3, - - - , &, } est une base de E, alors la famille { f(e7), f(e3),--- , f(e2)}
est une famille génératrice de Im(F').

Proposition 7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit {e_f, 6_2>, e ,ai} une

base de E. Alors la famille {f(e_f),f(e_g), e ,f(aZ)} est une famille génératrice de Im(F).

Mais notons que cette famille n’est pas en général libre et n’est pas en général une base de
Im(f). Le théoréme suivant nous apportera quelque précision sur ceci. Auparavant étudions
un exemple.

Exemple. Soit 'application linéaire

f:R?— R?
définie par
) =27+ K, (D =T+T+F f(K)=—27-%.
Calculons son image. Soit Y =27 + Y 7 +2F eR3 (ici R? est I'espace d’arrivée). Alors si
7 € Im(f), il existe v = .7:7) +y7 -+ z? € E =R3 tel que
Y = 1(7)
Mais
F) = f@T yT 2 R) = af(T) +uf(T) + 20 (F)
—x(27+?)+y(7+7+ k)+z(—27— k)
= (29r,’—|—y—22)7+(y)7—|—(x—i—y—z)%>

D’ou le systeme linéaire

r+y—z =2z

Ainsi, le vecteur ? a une préimage si et seulement si on peut trouver z,y, z en fonction de
2,1y, 7. Les inconnues sont les variables x,y, z tandis que 2’,v/, 2’ apparaissent comme des
parametres. Résolvons ce systeme. On a y = ¢y’ d’ou

{21:—22 =a' -y

x—z =2z —9.
Ce systeme n’a de solutions que si
x/_ylzz(zl_y/>
autrement dit
¥4y —2=0
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On en déduit
Im(f) = {(2,y,2) tels que 2’ + ¢ — 22" = 0}.
Supposons 2’ + y' — 2z = 0. Alors la résolution du systeme précédent donne

y =y
z =y -2+

Ceci signifie que tout vecteur de coordonnées
(I’, yla y/ -2 + m)

est une préimage du vecteur 7 = (v, 7).
3. CAS DE LA DIMENSION FINIE : LE THEOREME NOYAU-IMAGE

Supposons a présent que les espaces vectoriels E et F' sur K soient de dimension finie.

Théoreme 1. Soit f : E — F wune application linéaire entre deur K-espaces vectoriels de
dimension finie. On a alors

dim £ = dimker(f) + dim Im(f).

Démonstration. Comme E est de dimension finie, il en est de méme du sous-espace ker(f).
Considérons une base {ef, --,e,} de ker(f). D’apres le théoréme de la base incompléte,
nous pouvons trouver des vecteurs linéairement indépendants {epH, cee az} tels que la famille
{&,-- ,ep,ép1, - , &} soit une base de E. Déterminons Im(f) a partir de cette base. D’aprés
la remarque ci- dessus7 Im(f) est engendrée par la famille

B={f(el), . (&) [(&i), - fE@)}

Mais comme les vecteurs e—f, e e_; sont dans ker(f), leurs images par f sont nulles et donc la
famille B se réduit a B = { f (epﬂ) f(&2)}. Ainsi les vecteurs f(e,11),- - - , f(€,) engendrent

Im(f). Montrons que cette famille est libre. Supposons qu’il existe une combinaison linéaire

nulle entre ces vecteurs :
%
0 F = ap1f(epi) + apraf(epra) +- -+ anf(e_n>).

Comme f est linéaire, il vient

— N N .
0 Fr= f(@p+16p+1 + Ap4+2€p42 4+ .o+ anen)

Ainsi le vecteur api1€p41 + Gpro€pis + - - + a, e, est dans le noyau de f. Comme {el, . ,e_p>}

est une base de ker(f), nous avons donc

— — — — —
Apt+1€p1 + Qpr2€pin + -+ apey, = bref + -+ bye,
soit _
— — — — —
b161 + -+ bpep — Qp+1€p+1 — Ap42€p42 + o —ape, = OE
— —_— —> — e s s . s 2 .
Comme les vecteurs e{, -, €,, €541, - , €, sont linéairement indépendants, nous en déduisons
— — =\ s
et donc OF = ap+1f(ep+1) —1—_a>p+2f(ep+2) + -+ a,f(e,) implique apyy = -+ = a, = 0. La
famille B = {f(ey11),- - , ()} est donc libre dans Im(f). Comme elle est génératrice , c’est

une base de cet espace. Ceci montre que
dimIm(f) =n — p = dim £ — dim ker(f)
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d’ou le théoreme.

Définition 4. Soit f : E — F wune application linéaire entre deur K-espaces vectoriels de
dimension finie. On appelle rang de f et on le note rg(f) la dimension de Im(f) :

rg(f) = dim Im(f).
Ainsi le théoreme noyau image donne la valeur du rang :
rg(f) = dim £ — dim ker(f).

On notera que dans cette formule la dimension de F' n’intervient pas.

3.1. Applications.

(1) Pour montrer que f est surjective, il suffit de montrer que rg(f) = dim F'. En effet, comme
Im(f) est un sous-espace vectoriel de F', sa dimension est inférieure ou égale a celle de F’
et nous avons Im(f) = F si et seulement s’ils ont la méme dimension.

(2) Rappelons qu’une application est bijective si elle est a la fois injective et surjective. Ainsi
une application linéaire est bijective si et seulement si on a a la fois

%
(a) ker(f) ={0g},
(b) rg(f) = dim F.
(3) Supposons que F' = FE c’est-a-dire que f soit une application linéaire
f:EF—FE

On dit dans ce cas que l’applicatigg linéaire est un endomorphisme de E. Supposons que
f soit injective. Alors ker(f) = {0g} et donc dimker(f) = 0. Ainsi

dim F = dim Im(f).

Mais ici Im(f) est un sous-espace vectoriel de E et ces deux espaces vectoriels ont la
méme dimension. Ils coincident donc :

E =TIm(f).
Ainsi f est surjective donc bijective.

Proposition 8. Soit f : E — E un endomorphisme de E. Alors si f est injectif, il est
aussi surjectf et donc bijectif. De méme si f est surjectif, il est aussi injectif donc bijectif.

Démonstration. La deuxieme partie de cette proposition se démontre comme la premiere.

3.2. Isomorphismes. Automorphismes.

Définition 5. Soit f : E — F une application linéaire. On dit que f est un isomorphisme si
elle est bijective. Dans ce cas sa bijection réciproque est aussi linéaire et donc un isomorphisme
de F dans E. On dit que f est un automorphisme si f est un isomorphisme de E dans F,
c’est-a-dire un endomorphisme bijectif.
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Par exemple, si f : E — F est un endomorphisme, alors f est un isomorphisme si et seulement
si il est injectif. Montrons que si f : E — F est un isomorphisme, alors sa bijection réciproque

est aussi linéaire. Soit Y ; et Y 5 deux vecteurs de F'. Il existe 71 et 72 dans FE tels que
Vi=f(T), Vo= f(T)

Ainsi

P 4 Y5 = FUIT )+ f(T2) = [T+ T2) = T+ T = (V) + (V)

De méme f‘l(a71) = af_1(71) et f~1 est linéaire.

Application. Si f est un automorphisme de F alors f2 = f o f est aussi un automorphisme

et (f2)71 = (/71

Théoréme 2. Soit f : E — F une application linéaire. Alors f est un isomorphisme si l'image

{f(&), -, f(&)} dune base {&1,--- e} de E est une base de F.
Démonstration. Supposons que f : ' — F soit un isomorphisme. Soit {e_f, e ,Ez} une base

de E et soit 7 € F. Comme f est bijective, il existe ¥/ € F tel que 7 = f(?) Or ¥ =
xle_f + e+ :Bpe_ﬁ. D’ou
Y = [ 4 a,a) = 0 fE) o+ 1, f (@)

ce qui montre que la famille { f (e_f), e f (61))} est génératrice dans F'. Considérons maintenant
une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs

Ozylf(a)"‘""i‘ypf(az)) =f(y16_1>+---+ypa>)
et donc yief + - + ype_n> € ker(f). Comme f est bijective, ker(f) = {0} ce qui implique

el + o+ ype—n> = 0. Mais la famille {e_f,--- ,e_n)} est libre, dott yy = -+ =y, = 0 et
{f(e}), -, f(&)} est libre, c’est donc une base de F
Inversement supposons que l'image d’une base {e—1>, e ,e—n)} de F soit une base de f. Soit

U € ker(f). Décomposons ce vecteur : ¥ = x1¢j + - - - 4 xpe,. Ainsi

0= f(V) = flare] + -+ mpen) = o f () + - + 2 f (&),
Mais {f(€7), - , f(&)} est une base de F donc 1 = - - - = x, = 0 ce qui implique ker(f) = {0}
et f est injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit 7 € F. 1l se décompose

V=g f(@) o+ (@)
car {f(€_1>), “e ,f(az)} est une base de F. D’ou
7:f(yle_1>+'---i—yye_,i)
et si U = y1ef +- - +y,en, alors T € E et Y = f(7). Ainsi f est surjective et donc bijective.

Définition 6. On dit que deuz espaces vectoriels sur K sont isomorphes, s’il existe un isomor-
phisme entre ces deux espaces.

On déduit du théoreme précédent

Corollaire 1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K (de dimension finie) et isomorphes.
Alors ils ont la méme dimension.
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4. CALCUL ANALYTIQUE. MATRICES D’UNE APPLICATION LINEAIRE

4.1. Matrice d’une application linéaire relative a des bases données. Soit f: E — F
une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie sur K. La remarque
qui suit va étre la base du calcul analytique.

L’application linéaire f est entierement déterminée des que [’on connait les images des vecteurs
d’une base de E.

Expliquons cette remarque. Soit B = {e_f, €, 7e_n>} une base de E. Si ¥ € E, il s'écrit de
maniere unique
UV =216 + 1283 4+ - + T,
et le n-uple (zq,x2, - ,2,) sont les composantes de o relatives A la base B. Nous obtenons
alors
F(U) = f(ziel + 228 + - + a0ty)

= a1 f(ef) + oo f(€5) + -+ + zu f ().

Ceci montre que le vecteur o étant donné, ses composantes (z1, s, - -+, x,) sont aussi données
et donc f(?) peut étre calculé dés que 'on connait les vecteurs f(e—f), f(e_g), e ,f(ai).

Donnons a présent une base de F' : Bp = {?1, ?2, e ,?p} (nous supposons p = dim F).
Chacun des vecteurs f(€;) est dans F et se décompose ainsi

f(?z) = 041,1?1 + 042,2‘72 + o+ ap,’i?p

pouri=1,---,n.

Rangeons ces coefficients «; ; sont la forme matricielle suivante :

aq1 Q1.9 Tt a1n—1 a1.n

Q91 Qa2 9 Tt Q2 n—1 Q9 p
Op—11 Op_12 - Qp_1n-1 Cp_1n

Qp,1 Qp2 °r Qpn-1 QXp,n

Dans ce rangement, le premier indice du coefficient o ; correspond au numéro de la ligne et le
deuxieme au numéro de la colonne contenant ce coefficient. En fait nous écrivons en colonne les
composantes des transformées des vecteurs de la base de E : f(e7), f(e3), -+, f(en_1), f(en).

Ce mode de rangement permet ge t_r>ouver %Cilement les composantes du vecteur image Y =
f(?) relative a la base Br = {fi1, f2, -+, f,} donnée : I'équation ? = f(?) est équivalente
a I’équation matricielle

U1 Q11 Q12 T a1 n—1 Q1n Ty
Y2 Q21 Q29 T Q2 n—1 Q2 o)
Yp—1 Qp_11 Qp_12 - Ap_1n-1 CQp_1n Tp—1
Y ap 1 Qp 2 e Opn—1 Qpn T

P Ds Ds D, D,

Notons enfin que cette matrice de f ainsi déterminée dépend fortement des bases choisies
de E et F. Dans la derniere partie de ce cours, nous regarderons comment trouver de "bonnes
bases" afin que I’écriture matricielle de f en soit simplifiée.

Exemples.
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Soit f : R® — R? lapplication linéaire définie par
f(x1, 29, 23) = (221 + 29 — 13,11 — 9 + 33).

— =
Calculons sa matrice relative aux bases canoniques {ef, €3, e} de R et {f1, f2} de R2.
Ceci signifie que

— —
o = (9616_1> + zye3 + w368, f(ﬁ) = (221 + 29 — x3) f1 + (21 — x2 + 313) fo.

Pour cela calculons les transformées des vecteurs de bases f(e7), f(€3), f(€5). Comme
e = (1,0,0), alors

F@) = £(1,0,0) = (2,1) = 27 + .
De méme

F(@) = £0,1,0)=(1,—1) = f — fo, f(&)=f(0,0,1) = (—1,3) = —f, + 3.

La matrice de f relative a ces deux bases se construit en mettant en colonne les compo-

santes des vecteurs f(e7), f(€3), f(€3). On obtient la matrice suivante

2 1 -1
1 -1 3
Considérons la méme application linéaire, mais donnons comme base de R3, la famille

- ;
{e} , ¢ , e } donnée par

— — —
— = — = - =, =
ef =eites, ey =e5+e3, €5 =€ — €3+ €3

Vérifions que nous avons bien une base de R3. La matrice de ces trois vecteurs est

10 1
1 1 —1
01 1

Son déterminant vaut 3. Il est différent de 0 d(g)c on a bien une nou\glle base de R3.
. . T 3 i )
Calculons la matrice de f relative aux bases {€] , €, , e; } pour R et { f1, fo} pour I'espace
d’arrivée R?. On a
—

fle,) = [(

N e
fleh) = f( +e)
e

_>
fles ) = f(
La matrice cherchée est donc

300

0 2 5)°
Nous voyons bien sur cet exemple que ’écriture de la matrice de f dépend du choix des
bases des espaces de départ et d’arrivée.
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4.2. Matrice d’un endomorphisme dans une base donnée. Soit f : £ — E un endomor-
phisme de E (rappelons qu’un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E).
Pour déterminer une matrice de f nous allons prendre la méme base dans I'espace de départ
et dans l'espace d’arrivée.

Soit B = {el, €3, ,Ez} une base de E. Si ¥ € E, il ’écrit de maniére unique
721‘16_1>‘i‘$2€—2>—i-"'+$n€_n>

— — — —
On a donc (7):]”(3:161 + x9€h + - - +xnen)—:1:1fel)+a:2f(eg) <+, f(e;). Psons
— —
f( (& z) = auel + 04271‘62 +--F QO i€n
pouri=1,--- . n.

, el . s . . . . — —
Définition 7. La matrice de l'endomorphisme f : E — E relative d la base {ef,e3,--- ,€,}
de E est la matrice carrée

Q1.1 Qg9 Tt a1n—1 Q1n
Q921 Q29 Tt Qg n—1 Qg p
Ap—11 Qp-12 -~ Qp_1n-1 OQp_1n
Qn1 an 2 e Onn—1 Anon

4.3. Matrice d’un isomorphisme. Soit f : £ — F un isomorphisme. Nous avons vu dans
ce cas que

dim_E)' i}dimF._>
Soient {€_1>,€_2>,"' ,EZ} une base de E et { fi, fo, -+, fn} une base de F. Si

n
_ —
&)=Y airf
k=1
alors la matrice M = (o) est une matrice carrée.

Proposition 9. La matrice M d’un isomorphisme relative a des bases données de E et F
vérifie

det M # 0.
Démonstration. En effet le vecteurs colonnes de cette matrice sont les matrices colonnes as-

sociées aux vecteurs f(e1), -+, f(&,) et ces vecteurs forment une base de F. Ainsi M a un
déterminant non nul et est inversible.

Corollaire 2. La 771(>I,t7"266 mverse M=t de M est la matrice de la bijection inverse f~!: F — E
reative auz bases { fi, fg, . fn} et {el,e_g, e ,en} de F' et E.

5. SYMETRIES ET PROJECTIONS DANS UN ESPACE VECTORIEL

5.1. Symétries. Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 8. On appelle symétrie sur E toute endomorphisme de E :
s:E—FE

qui vérifie
s> =s0s=1Idg

ou Idg désigne l'application idebtique de E.
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Alinsi, pour tout T € E, ona
s(s(V) =7
et donc 'application linéaire s est bijective ayant comme application inverse 'application s elle
méme :
s =s.
Comme elle est bijective, ker(s) = {0} et Im(s) = E.
Soit Fy ={¥ € E, ,s(¥) = ¥'}. Comme s(7) = ¥ s'écrit aussi

(s—1d) (V) =0
on a donc

Fy = ker(s — Id).
De méme soit Fy = {7 € E, ,s(7) = —7}. On a aussi

Fy = ker(s + Id).
Proposition 10. Soit s une symétrie dans E et soient Fy = ker(s — Id) et Fy = ker(s + Id).
Alors les sous-espaces Fy et Fy sont supplémentaires dans E :

E=F & F.
Inversement soient Fy et Fy deux sous-espaces supplémentaires dans E. Tout vecteur v eE
s’écrite de maniere unique U =V + Vs avec V; € Fy et Uapplication linéaire
s=FE=F®F,—F
définie par
s(V)=s(V1+ Va) = V1 — Uy

est une symétrie dans F.

Démonstration. Soit ¥ € E. Posons

T, = 7—;(7)
72 _ 7+;(7)
On a bien
U =T+ Vs
Comme 2(s — Id)(71) = s(7) — s2(V) — ¥ + s%(7) = 0 on a bien
71 € Fy.
On montre de méme que
Uy € B

Ainsi E = F1+ F,. Ces deux sous-espaces sont supplémentaires si et seulement si F} N F, = {0}.

Soit ¥ € Fy N Fy. On a donc (s — Id) (V) = s(V) — ¥ =0 et (s + 1d)(T) = s(V) + ¥ = 0.

En ajoutant ces deus relations, on déduit o = 0 et donc Fy N F, = {0}.Ce qui démontre la

premiere partie de la proposition.

Réciproquement, supposons E = F| ® F5 et soit 5(7) = 5(71 + 72) = U, — Uy Alors
S(V) =s(T1) = s(Vy) = V1 4+ Ta =7

car s(71) = s(U1 +0) = Uy et s(V1) = 5(0+ Vy) = —01. Ainsi s> = Id. On vérifie sans
peine que ker(s — Id) = Fj et ker(s + Id) = F5..



16 L1-Mathématiques. Chapitre 6

On dira que s est une symétrie par rapport a F; parallelement a F5.

Déterminons maintenant une matrice de s. Pour cela nous allons choisir une "bonne" base
de F, c’est-a-dire une base adaptée aux propriétés de s. Considérons la décomposition

E = F1 @ F2
et choisissons une base {e_f, e ,e_p>, Cptls ,ai} de E telle que {e_f, e ,e_p>} soit une base de
Fyet {e i1, ,Ez} une base de F,. On a donc
s(a)) = événement;, i=1,---,p

car Fy = ker(s — Id) et donc (s — Id)(7') = 0 pour tout @ € F et
s(e—j>) = —évenement;, j=p+1,---n

car Fy = ker(s — +d) et donc (s + Id)(7) = 0 pour tout ¥ € F;. On en déduit que la matrice
de s relative a cette base est
Id, 0
0 —Id,,

ou
1 0 - 0
I, = 0o 1 - 0
0 0 - 1

est la matrice identité d’ordre k.

5.2. Projections dans F.
Définition 9. Soit E' un K-espace vectoriel. Un endomorphisme de E
p:E—FE
est appelé une projection si il vérifie
pep=p.
Proposition 11. Soit p: E — E une projection de E. Alors
Im(p) = {7 € E tels que p(7) = U}

Démonstration. Comme pour tout ¥ € {7 € E tels que p(7) = 7' }. Comme on a p(p(7)) =
p(7), alors p(7') € Im(p) et donc ¥ € Im(p) et

{V € E tels que p(?7) = ¥} C Im(p).

Inversement, soit Y € Im(p). Il existe ¥ € E tel que Y = p(7). Ainsi

et donc Y € T € {7 € E tels que p(v') = 7'}. D’ott la proposition.
Théoreme 3. Un endomorphisme p : E — E est une projection si et seulement si

E = ker(p) @ Im(p).
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Démonstration. Montrons tout d’abord que ker(p) N Im p éO} Soit U € ke'r(p) I (p)
Alors p(7') = 0 et comme Im(p) = {¥ € E tels que p( alors ¥ = p(7) = 0. donc
v =0
Montrons que E = ker(p) 4+ Im(p). Soit ¥ € E. Posons

V1= = p(V), Ta=p(7).

On a alors

et 7, € ker(p), et aussi

p(T2) = p(p(7) = p(¥) = >
T =7 = p(V) + (V) =71 + T

et donc tout vecteur de E peut s’écrire comme la somme d’un vecteur de ker(p) et d'un vecteur
de Im(p).

et donc 5 € Im(p). Or

Définition 10. Soit p : E — E une projection sur E. Comme E = ker(p) ® Im(p), on dira
que p est le projecteur sur Im(p) parallélement d ker(p).

Il nous reste a déterminer une matrice de p. Choisissons une base {61, .. ,e_;, ep_ﬁ oo ,€_n> }
de E adaptée a la décomposition E = ker(p) ® Im(p), c’est-a-dire {61, e 7€_p>} est une base de
ker(p) et {e,11,- - ,e_n)} de Tm(p). On a donc

et

On en déduit la matrice de p dans cette base

0 —
M = 2 p,n—p
(On—p,p Inyp )

ou 0p, 0p p—p, 0p—p , désignent des matrices nulles.



