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1. L’ESPACE VECTORIEL REEL R"

Dans tout ce chapitre nous allons nous intéresser a la géométrie vectorielle dans le plan
et dans l'espace, c’est-a-dire & ’étude vectorielle des plans et des droites dans R3. Nous
affinerons notre étude a I’aide d’un outil non plus linéaire mais bilinéaire en un sens que
nous préciserons, le produit scalaire. Cet outil permet de faire des mesures de longueur,
d’angle dans des sous-espaces vectoriels de R".

1.1. La base canonique de R". Par définition ’ensemble R" est I’ensemble des n-uples de
nombres réels :
Rn — {(xlny’-.- ’I‘n), ZT; c R7/L — 17... 7n}‘
1
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Nous identifierons naturellement R' et R. Dans le premier chapitre nous avons rappelé que
R™ était muni d’'une structure d’espace vectoriel réel, les opérations concernées étant

(1) Paddition : si X = (x1, 29, ,x,) et Y = (y1,Y2, "+, Yn) sont deux éléments de R™
alors

7+7:(x1+y1,x2+y2,~~ s T+ Yn),

(2) la multiplication externe par un scalaire : si a € R, alors

a? = a(zy, 29, ,Ty) = (X1, g, -+, QTy).
Le vecteur nul (0,0,---,0) sera noté 0.
Considérons dans R” les vecteurs
e =(1,0,---,0), e = (0,1,0,---,0), --- , & = (0,0,---,0,1).
Si Y = (x1, 29, -+ ,x,) il se décompose de maniére unique

?:$16_1>+$2€_2>+"'+$n€_g

ce qui montre que B = {e_f, e_2>, e ,e_n>} est une base de R" et donc que R" est bien de

dimension n. Cette base "privilégiée" sera appelée base canonique de R™. Ainsi, si ? =
(1,29, ,x,), les scalaires x; sont les composantes de X dans la base canonique.

1.2. Les applications linéaires f : R" — RP. Considérons les deux espaces vectoriels réels
R™ et RP. Si f: R™ — RP est une application linéaire, elle se présente sous la forme
f(xlax% te ,l’n) = (y17y27 te 7yp)'

Posons f;(x1,xe, - ,x,) = y; pouri =1,2,---  p. Rappelons que I'on appelle forme linéaire,
toute application linéaire a valeurs dans le corps de base. Ainsi, chacune des applications f;
est une forme linéaire f; : R® — R. Ainsi f apparait comme la composition des p formes
linéaires :

f - (fhf?a"' 7.fp)

et donc I'étude de f se ramene a I'étude des applications linéaires de R™ a valeurs dans R.

Etudions ces formes linéaires. Soit
fR"—= R
une forme linéaire et posons f(z1, s, -+ ,x,) = y. Comme f est linéaire, nous pouvons écrire
flxy,z, -+ ) =21 f(1,0,-+- ,0) + 22 £(0,1,,0,--+,0) + 2, £(0,0,--- ;1)
soit
flar,@a, o wa) = a1 f(€]) + 02f (&) + -+ wnf (@),

Nous retrouvons la le fait que f est entierement définie par les images des vecteurs de base,
ici la base canonique. Posons

f(e_1>):a1,f(e_2>)=a2,--- 7f(€_n>) = Qp.
Alors
f(xr, 29, ,xn) = a1 + a2xg + -+ - + ApTp.
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Proposition 1. Toute forme linéaire f : R™ — R s’écrit sous la forme

(@1, @2, 20) = 171 + @22 + -+ + an Ty
avec a; = f(€]) € R.
Nous en déduisons

Corollaire 1. Toute application linéaire f : R™ — RP s’écrit sous la forme f = (f1, -+, f,)
ot les f; sont des formes linéaires f; : R™ — R qui s’écrivent donc sous la forme

fi(@y, o, -+ xn) = @112 + a19%9 + -+ A1y

fa(x1, T2, -, &n) = a21%1 + A220%2 + - -+ + G2, 2y

fo@r, @, 2n) = ap1z1 + apata + -+ Qpnln

Nous déduisons que la matrice de 'application linéaire f relative aux bases canoniques de
R™ et R? est

11 Air2 -+ Qinp
Q21 Q22 -+ Q2p
ap,1 Ap2 **° Qpn

L’expression analytique de f s’écrit ainsi

n ay1 QAi2 - Qin T
Y2 | | Q21 G22 -+ GQ2p T2
Yp p1 Ap2 - Qpn Tn

1.3. Les sous-espaces vectoriels de R”. Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. Sa di-
mension p est inférieure a n et rappelons que si p = n alors F' = R”. Du théoréeme de la base
incomplete nous déduisons directement le résultat suivant :

Proposition 2. Tout sous-espace vectoriel F' de R™ est défini comme [’ensemble des solutions
d’un systeme linéaire a n variables

1121 + a1 22 + -+ aypx, =0
a21%1 + 22T + -+ + a2 nT, =0

Am1T1 + Q2T + -+ Ay @y, = 0

La résolution de tels systemes linéaires a déja été vue. Rappelons toutefois, qu'une maniere
un peu longue mais algorithmique de résoudre un tel systeme est la méthode du pivot. A ce
niveau la, il serait intéressant de concevoir un programme sur PYTHON de résolution des
systemes linéaires.

Notons que F' n’est certainement pas défini par un unique systéme linéaire. Ainsi au sys-
teme précédent, on peut rajouter autant de combinaisons linéaires de lignes de ce systeme,
la solution sera toujours F'. Autrement dit, ’entier m apparaissant dans ce systéme n’est pas
défini. Nous allons voir comment trouver le plus petit entier, qui lui aura un sens aupres de

F.
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Considérons le systeme linéaire précédent définissant le sous-espace vectoriel F'. La matrice
de ce systeme

ay1 Qir2 -+ Qip
21 Q22 -+ Q2n
Am,1 Qp2 " Amn

peut étre vue comme la matrice d’une application linéaire f : R™ — R™ écrite dans les bases
canoniques. Si p est la dimension de F', alors par définition de cette matrice, comme F' est
le noyau de f, nous avons p = dimker f et le théoreme noyau image implique

rg(f) =n—p.

Ce rang correspond au nombre d’équations linéaires indépendantes dans le systeme linéaire

de définition de f.

Exemples : les sous-espaces vectoriels de R3 : Droites et plans vectoriels dans R?

Un plan vectoriel dans R? est par définition un sous-espace vectoriel P de R? de dimension
2. D’apres la remarque ci-dessus, il est défini comme le noyau d’une application linéaire de
rang 1 et donc par une équation linéaire

121 + AoT9 + A3T3 = 0

dont au moins un des coefficients est non nul. Supposons par exemple que ce soit a;. Nous

pouvons écrire
[25)) as
Tl = ——xy— —23
ai ai
et le plan P est ’ensemble des vecteurs qui s’écrivent

= (—*132 - *$3,$2,l’3)-
ai ai

Une base de P est donnée par la famille

a2
{v_l> = (_77 17 0)7 /U_2> = <_77 07 1)}
aq aq
Une droite vectorielle de R? est par définition un sous-espace vectoriel D de dimension 1.
Elle est donc définie par un systeme linéaire de rang 2 a trois variables :

1121 + a1 272 + a1 303 =0
2121 + a22T2 + A2 373 = 0

les deux équations étant indépendantes. La résolution de ce systeme permet de trouver une
base de D. Pour vérifier que ces deux équations sont bien indépendantes, plusieurs approches
sont a notre disposition. La plus simple est de résoudre ce systeme, La solution doit s’écrire
qu’avec un seul parametre. La deuxieme, plus sophistiquée mais plus facile a généraliser
consiste a regarder tous les déterminants d’ordre 2 de la matrice

11 A2 a3
21 Q22 23
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du systeme, a savoir

ayi ai2
det = Q1,1G22 — (12021,
G21 Q22

a1,1 Aa13
det = Q1,023 — A13021,
G271 023

G12 ai13
det ’ ’

= 41,2023 — 41,3031
Q29 (23 ’

et le rang du systeme est égal a 2 si 'un de ces déterminants est non nul. Supposons par
exemple que ce soit le premier, soit a; 1a22 — a1 2021 # 0. La résolution du systéme donne

alors

a1,302292 — A2301 2 013021 — Q23011
- T3, Tg = — T
a1,1G22 — A12021 110292 — A12021

T =

et tout vecteur de D s’écrit

(1,3022 — A2301 2 a13G21 — A23011

y R 1 xs3.
11022 — Q12021 a1,10a22 — A12021

Une base de D est donnée par

71,3022 — Q23012 41,3021 — Q23011

1

Y )
a1,1Q2,2 — A12021 a1,1G22 — A12021

Remarque. La donnée d’une base d'un plan vectoriel de R? permet inversement de retrouver
une équation linéaire de ce plan. Il est bon de noter que cette équation n’est pas unique :
si a1x1 + agwe + azrs = 0 est une équation définissant le plan, alors pour tout A # 0,
Aa1x1 + Aasws + Aazrsz = 0 est également une équation linéaire définissant ce plan. Il en est
de méme pour une droite vectorielle de R3. La donnée d’une base, constituée d’un vecteur
non nul de R? permet de retrouver le systéme de rang 2 définissant cette droite. La aussi les
équations formant le systeme ne sont pas uniques, tout systeme équivalent est également un
systeme linéaire définissant cette droite.

2. PROJECTION SUR UN SOUS-ESPACE

Nous avons étudié précédemment la notion générale de projection dans un espace vectoriel
(de dimension finie) et défini une projection dans cette espace comme un endomorphisme
p vérifiant p o p = p. Rappelons que cette identité est équivalente a E = ker(p) @ S(p) et
précisé que la projection était alors la projection de F "parallelement" & ker(p). Nous allons
illustrer plus géométriquement ces notions dans le cadre classique de R™.

2.1. Projection le long d’un supplémentaire. Soit F; un sous-espace vectoriel de R".
Choisissons un sous-espace supplémentaire Fy (celui ci n’est évidemment pas unique, on en
choisit un). Nous avons donc

R" = F, @ Fs.

Tout vecteur 7 s’écrit de maniere unique
e
} - Xl + X2

— =
avec X1 € F] et Xy € Fj.
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%
Définition 1. Le vecteur X, € I est appelé le projeté du vecteur ? sur le sous-espace F}
le long du supplémentaire F.

Il est clair que ce vecteur F} dépend du choix de F5.
Exemple : Projection d’un vecteur sur un plan

Considérons dans I'espace R?® un plan vectoriel P d’équation

a1 + a9y + asrs = 0.
= ﬁ s L

Supposons que les vecteurs {Uy, Uy} forment une base de 73._>D a re_s> le théoreme de la base
incompléte, nous pouvons trouver un vecteur ﬁg tel que {U, U, Uz} soit une base de R3.
Soit D le sous-espace vectoriel de R? ayant pour base Us. Ce sous-espace vectoriel est donc

de dimension 1, c’est une droite vectorielle dabns_> R3_.> Sgi)t un vecteur non nul de R3. 1l
admet une décomposition unique dans la base {Uy, Uz, U3} :

— — —
X = 20, + 2,Us + U
et nous avons _ _ - _ _
X1 = SCllUl —+ l'/ZUQ € P,XQ = l’gUg e D.

%
Le vecteur X est le projeté du vecteur 7 sur le plan P le long de la droite D.

2.2. L’application linéaire projection. Revenons au cas général : R” = F| @& F,. Soit

€ R" et = X; + X5 la décomposition de ? associée. Par définition X; est de projeté
de ? sur Fi le long de F5,. Considérons 'application
p:R" — R"

donnée par
H
p(X) = X,.

Cette application est bien linéaire. Elle vérifie I'identité
pop=p.

En effet si X € F} sa décomposition s’écrit X=X + T et dans ce cas p(?) — X. Nous
avons donc
Im(p) = Fi, ker(p) = Fs.

Définition 2. Dans l’espace vectoriel R™, une projection est une application linéaire p :
R™ — R™ vérifiant l’identité
pop="p.

Une telle application définit donc une projection sur le sous-espace vectoriel F; = Im(p) le
long du sous-espace Fy = Ker(p).

Remarque sur la matrice de 1’application linéaire p
Considérons dans R" = F; @& F; la projection sur F} le long de F,. Soit p I'application
linéaire projection associée. Nous avons

Fy =1Im(p), F, = ker(p)
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— - =
et pour tout vecteur X; € Fy, p(X;) = X (la restriction de p & F} est 'application identité.
Supposons que dim F; = m et considérons une base de R" (ce n’est certainement pas la base
canonique) :

— — - —
B:{Ula"' 7Um7Um+17"' 7Un}
— — —
telle que {ﬁl, -+, Uy} soit une base de Fy et {U,41,- -+, Uy} est une base de F. La matrice
de p relative a cette base est
1 0 --- 0 0 - 0
O 1 --- 0 0 --- 0
o 0 --- 1 0 --- 0
o 0 --- 0 0 --- 0
O 0 --- 0 0 --- 0

Nous voyons donc sur cet exemple que le choix de la base pour écrire la matrice d'une
application linéaire est important : la matrice de p dans la base canonique est stirement
beaucoup plus compliquée.

Afin de pouvoir parler de longueur de vecteurs, d’angles de deux vecteurs, nous devons

introduire une nouvel outil de mesure, a savoir le produit scalaire.

3. LE PRODUIT SCALAIRE EUCLIDIEN DANS R"

3.1. Définition.

Définition 3. On appelle produit scalaire euclidien dans [’espace vectoriel réel R™ [’applica-
tion de R™ x R™ a valeurs dans R :

XY= (1,29, ) - (Y1, Y2, 1 Yn) = T1Y1 + Taya + -+ + T
— —
Cette application a les propriétés suivantes : Pour tous aq, as € R et Y, X1, X, 7, 71, 72 €
R™
— — — —
(1) (Oéle + CVQXQ) . 7 = Oél(Xl . 7) + CVQ(XQ . 7),

(2) X - (Y + uYa) = ay(X - V1) + (X - V)

Une telle application, a deux variables de R", vérifiant les deux propriétés ci-dessus est
appelée une forme bilinéaire sur R". L’étude générale de telles applications sur un espace
vectoriel réel ou complexe seraétudiée plus tard.

Quelques propriétés du produit scalaire euclidien
(1) Soit X € R*. Alors lidentité
VY eR", X.Y =0

implique ? = ﬁ

Démonstration. En effet, posons Y = (21, -+ ,x,). Prenons dans un premier temps
=& = (1,0,---,0). Alors e = 0 implique z; = 0. De méme, en prenant

= a), nous obtenons x; = 0 et en déduisons X = 0.
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(2) Pour tout X € R" non nul
XX >0
Eneﬁet?-?zx%—l-m%jL-”—i-xi.

(3) Le produit scalaire est commutatif :
X V=Y X

Lorsque nous considérons dans 1’espace vectoriel R™ le produit scalaire euclidien, nous par-
lerons alors de R™ comme espace vectoriel euclidien.

Définition 4. L’espace vectoriel R™ muni du produit scalaire euclidien est appelé espace
vectoriel euclidien.

3.2. Norme associée au produit scalaire.

Définition 5. Dans [’espace vectoriel euclidien R™, on appelle norme du vecteur 7, le

scalaire
X =VX-X.

Nous avons donc, si ? = (21,29, ,Tp),
X1 = /a3 + a3+ ad
Ceci montre que la norme d’'un vecteur est bien définie. Nous avons aussi

%
1 0] = 0.

L’interprétation géométrique de cette fonction norme, qui est bien une fonction de R" a
valeurs réelles mais bien entendu non linéaire, est d’associer a tout vecteur, sa longueur.

Proposition 3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tout 7 et 7 dans R™, nous avons

XY < XY

Démonstration. En effet, si nous posons Y = (z1, -+ ,2p,) et ? = (Y1, ,Yn), alors
(X V) = @y + -+ 2aga)® = S22y + 23wy,
i i#]
De méme

XNV = @ o)y + o+ ) = Yyl

On en déduit
UXNY (XY = Yy — a0
i<j
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’en déduit.

Proposition 4. (Inégalité de Minkowski.) Pour tout ? et 7 dans R", nous avons

X+ Y <X+ 11Vl
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Démonstration. En effet, si nous posons X = (1, ,2y,) et Y — (Y1, ,Yn), alors
XN+ VD2 = (e o)+ o+ 92) + 2, Yyl
2%
De méme

(X + VI = S+ 30)? = S22 + 92 + 2231).

K3 K3

IR+ 1T ID2 = (1K + V1) =2, [ a2y - 25w

Nous en déduisons que

Ainsi

IIX + Y12 < (1X ]+ [IY]))?

Nous remarquons que 1’égalité pour ces deux relations n’a lieu que lorsque ? et ? sont
liés.

3.3. Bases orthonormeées. Soit {e_f, €5, ,ai} la base canonique de R™. Les vecteurs de
cette base vérifient

(2) e - e =0des que i # j.

La représentation habituelle de repere canonique dans la plan ou dans ’espace conduit a

la définition naturelle de 'orthogonalité de deux vecteurs, orthogonalité qui est "vérifiée" par
la représentation de la base canonique :

- =
Définition 6. Deux vecteurs X, et Xy de R™ sont dits orthogonaux si leur produit scalaire
est nul :

— =
X7-Xo=0.

Ainsi les vecteurs de la base canonique sont deux a deux orthogonaux et sont de longueur
1. Nous dirons qu'une telle base est une base orthonormée. D’une maniere générale,

Définition 7. Soit {71_1), v_2>, e ,ﬁ} une base de R™. Nous dirons que c’est une base ortho-
normée si les vecteurs de cette base vérifient
(1) pour tout i =1,--- ,n, ol =1,

(2) pour tout i # j, v - v, = 0.

3.4. Deuxieme définition du produit scalaire euclidien de R"”. Commengons par in-
terpréter le produit scalaire dans le plan, c’est-a-dire dans I’espace vectoriel R?. Soient X
et X5 deux vecteurs du plan vectoriel

X — — 3 — —
X1 =z1e]f +y1e3, Xo=a20e{ +1263.

Nous avons SN
X - X,
|

<1
X x|
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En effet (x129 + 1192)? < (21 + y1)?(22 + y2)?. Nous pouvons donc interpréter ce nombre
comme le cosinus d’un angle, mais ceci nécessite que 1’angle formé par les deux vecteurs de
base soit un angle droit.

Ainsi, par définition
cos(f) = g@—
[1XA ] Xzl
et 6 désigne I'angle formé par les vecteurs )?1 et )?; du plan.
Théoreme 1. Soient Y et ? deux vecteurs de R™. Alors
XV = X[V eos(X,Y)

ot (?, 7) désigne l'angle des vecteurs X etY.

Ainsi, comme dans ’exemple ci-dessus, une représentation cartésienne d’un repere ortho-
normé est donnée par des vecteurs de longueur 1 et deux a deux perpendiculaires.

4. BASES ORTHONORMALES. LE PROCEDE DE GRAM-SCHMIDT

4.1. Bases orthonormales. Nous avons vu que dans l’espace euclidien R", la base cano-

nique {e_f, €, ,ai} est orthogonale, c’est-a-dire
e e =0

des que ¢ # j. Cette base est méme orthonormée (ou orthonormale) chacun des vecteurs de
base est de longueur 1. Bien entendu ce n’est pas I'unique base de R™ qui soit orthonormée
(ou orthonormale).

Définition 8. Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. Une base Br = {v_f, R ,v?,} de F' est
dite
(1) orthogonale si pour tout i,j :
o -0 =0
(2) orthonormée si elle est orthogonale et pour tout i, ||v;|| = 1.
Remarquons que si la famille {v_f, cee v_p>} était une famille génératrice de F', elle en serait

une base. En effet

Théoreme 2. Toute famille de vecteurs non nuls deuzr d deux orthogonaux est libre.

Démonstration. Soit {171, e 'U_;} une famille de vecteurs non nuls deux a deux orthogonaux.

Soit vy + -+ + apu, = 0 alors (aqvy + -+ 4+ auuy) v = 0 - vp ot af|v1||? = 0. Mais

puisque v; # 0 on a ||vy|| # 0 et donc 'égalité précédente implique o; = 0. On montre de
A : . . . = = .

méme que, pour tout i € {1,---,p}, a; = 0. Ainsi la famille {v{,---,v,} est libre.
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4.2. Un procédé d’orthogonalisation.

Théoréme 3. Soit F' un sous-espace vectoriel de R". Alors F' admet une base orthonormale.

Démonstration. La démonstration qui suit donne le principe de construction d’une telle

base orthonormale & partir d’une base de F donnée. Soit donc {7, 05}, - - vp} une
—

base de F'. Considérons les p vecteurs {wl, Wy, + - - wp} définis de proche en proche par les
relations

w =7

— — =

1i2> = Q9 1W1 + V2

w3 = a3 w1 + as, 2Wh + 3

e — — s S T

Wp—1 = Ap—1,1W1 + Ap—22W2 + -+ Qp—1p—2Wp—2 + Up—1

— — — — — =

Wy = Gp W] + ApoW2 + -+ - + App_oWp_2 + App_1Wp_1 + Up

Il est clair que ces vecteurs sont encore linéairement indépendants. En effet la matrice de ces

vecteurs relatives a la base {v_1>, T ,U_p>} est du type

L asy aszy+agpazy -+ apita

0 1 a3 2 s b

0 0 0 e 1
et donc son déterminant vaut 1 (pour une matrice triangulaire, le déterminant est le produit
des éléments de la diagonale et les vecteurs {wy, -+ ,w,} forment donc une nouvelle base de

F. Montrons que ’on peut choisir les coefficients a; ; de maniere a ce que ces vecteurs soient
orthogonaux deux a deux La méthode est simple : On commence par déterminer as; pour
que u_)2> soit orthogonal a w1 Une fois ce coefficient choisi, on détermine a3 et aso pour que

w} soit orthogonal aux vecteurs w} et wh. On procede ainsi jusqu’au rang p.

(1) Ecrivons que w} est orthogonal & wf :

Wh - Wi = agw - Wi + vs - w) =0

—

ce qui donne

v ow vy
21 = ——"— = “ = 2"
wi - wi ||wil[?
— —
— UQ w1
On a donc wj = H H2w1—|—'02 avec w; - wy = 0.
wi
(2) Ecrivons que w} est orthogonal & w1 et & w5 :
— — —
a371w1~g+a372w2~g+v_3>-1i1>20
a31W1 + Wa + a3 2Wa + Wa + V3 Wy = 0
d’ou _
V3 - W1
azip = —
wy - w1
v5 - wy
a3 = —— —
wy + Wy
—
d’on W} = v 1 Ughwlw
3 — U3 — — 1-
W 2
|| || |[wi]|
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(3) Ainsi de suite jusqu’a la détermination du vecteur u_);,. Nous déterminons les coefficients

ap1,- " ,0app—1 €0 résolvant le systeme
(%,1171) + %7271—)2> T+t App oWy 2+ App1Wp1 + U—;) : 171} =0
— = = >
(ap Wi + apowh + -+ + AppoWp—5 + Qpp_1Wp—1 + Up) - W5 =0
— — — e T
(@p W1 + ap W) + - -+ + Gpp oWy + App 1 Wy 1 + V) - Wp 1 =0
— Up - Wp—1 vy - Wi — — — — —
. p * Wp— P
ce qui donne w,, = v, — T Wy —= " — I w; . La base {w?, w3, - -+, wp_5, w,—1, Wy}
o

ainsi trouvée est orthonormale. Si nous voulons une base orthonormée, on considere alors les
vecteurs

= _ W,
W = .
Tl
On a bien
%
||w/||_ m ﬁ _\/Wi‘wi_l
. prm— % . % _— e .
’ il [l il
(On peut simplement utiliser la propriété d’une norme, i.e.|[\%|| = |\|||Z|| pour tout

scalaire \ de R et vecteur ¥ de R")

Remarque. Le procédé d’orthogonalisation d’une base d’un sous-espace de R" reste bien en-
tendu valable pour I'espace R™. A partir d’une base quelconque non orthogonale de R™, nous
en déduisons une base orthogonale et donc orthonormée. Rappelons que la base canonique
est déja orthonormeée.

4.3. Matrices de passage d’une base orthonormée a une autre base orthonormeée.
Les matrices de passage d'une base orthonormée a une autre base orthormée, en particulier
de la base canonique a une base orthonormée ont une structure particuliere. Elles s’appellent
des matrices orthogonales. Nous allons étudier leur structure.

Soient B = {11_1),@, ,v_g} et B = {tﬁ,w_gi, e ,’c?n} deux bases orthonormées de R".
Considérons la matrice de passage P de B a B’. Rappelons qu’elle se construit en mettant
en colonne les composantes des vecteurs de B’ relatives a la base B. Ainsi si

— — — — —
Wj = V] + QU3 + 0+ QU + 0+ QyjUp

alors
Q11 Q1o - Q14 Qg
Qg1 Qg9 - Qg4 ---Qgp
P =
Qi1 Qi 0 Q45 QG
Qn1 OQpg2 - Opj " Qpp

Comme les vecteurs w; sont deux a deux orthogonaux, si i # j
W, - E?j = (041,1‘U_1> + OéQ,iU_2> mal Oén,ﬂf_>n) : (al,jv_1> + 062,3'?1_2> et Oén,j@)-
En développant et compte tenu du fait que la famille B est orthonormée, il résulte

ﬁi . ﬁj = O-/l,ial,j + Oé27i(127j —+ 4 amamj = 0
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Si ¢ = j, cette relation devient
Wzﬁz :aii—i—ag’iqh--—l—ozi’i:o.
On en déduit que la matrice P vérifie
PP =1d.
Définition 9. On appelle matrice orthogonale, toute matrice carrée A vérifiant l’identité

AYA=1d.
Une telle matrice est toujours inversible et son inverse est donc A1 =! A.

Théoréeme 4. Soient B et B’ deux bases orthonormées de R™. Alors la matrice de passage
P de B a B' est une matrice orthonormée. La matrice de passage de B' et B est 'P.

Corollaire 2. Soit B une base orthonormée de R" et soit B une base quelconque de R"™. Si
la matrice de passage P de B a B’ est une matrice orthonormée, alors la base B’ une base
orthonormée.



