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Fractions rationnelles
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1. DEFINITION

1.1. Fractions rationnelles. Une fraction rationnelle a coefficient dans le corps K se met
sous la forme

N(X)

D(X)

ou N(X) et D(X) sont des polynomes de K[X] et D(X) étant non nul.
1
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N(X) | N(X)
D(X) " Di(X)

N<X)D1(X) = N1(X)D(X)

Nous dirons que deux fractions rationnelles

sont égales si

(produit en croix).

N(X
Proposition 1. Soit F(X) = DEX) une fraction rationnelle sur K. Il existe des polynomes
Ni(X) et Dy(X) premiers entre euz tels que
Ni(X)
F(X) = )
W=D

Démonstration. Soit G(X) le PGCD de N(X) et D(X). On a donc N(X) = G(X)N,(X),
D(X) = G(X)Dy(X) et Ni(X), Di(X) premiers entre eux. Ainsi
NX)  GOON(X)  Ni(X)

FX =5 = an(®) ~ D)

1.2. Partie entiére d’une fraction rationnelle.

Définition 1. On appelle partie entiére d’une fraction rationnelle F(X) =
E(X) quotient de la division euclidienne de N(X) par D(X).
La division euclidienne de N(X) par D(X) s’écrit
N(X)=FEX)D(X)+ R(X)
avec d°R(X) < d°D(X). Nous en déduisons
N(X) R(X)
F(X) =22 pxy 4+ 22
(X) D(X) ( )+D(X)
Notons que E(X) est nul si d°D(X) > d°N(X).

D(X) le polynome

1.3. Poles d’une fraction rationnelle. On appelle poles d'une fraction rationnelle F'(X) =
N(X)
D(X)
k, nous dirons que « est un pole d’ordre k.

les racines (ou les zéros) du dénominateur D(X). Si « est une racine multiple d’ordre

2. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

2.1. Décomposition en éléments simples de premiére espéce. Soit
N(X) R(X)
(X) = 5 = B + 5
D(X) D(X)
une fraction rationnelle ou E(X) est sa partie entieére. Supposons que
D(X) = (X —a)"(X = p)".
Théoreme 1. ] existe une décomposition unique
R(X) Al Aa, Bl Bb
= s 4+ + 4+t
(X —a)1(X = p)° (X —a)e X—a (X-=p5)
avec Ay -+ Ay, By,--- , By, € K.

F(z) = E(X)+ E(X)+
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Le deuxieme membre est appelé décomposition en éléments simples de premiere espéece.

2.2. Calcul pratique des coefficients.
(1) Supposons ici que
R(X) _ R(X)
DX) (X —a)(X—=p)
c’est-a-dire a est une racine simple. La décomposition s’écrit donc

R(X) Al Bl Bb
e —|— + PN + -
(X—a)(X =8 X—-a (X-p) X—p
Calcul du coefficient A;. Une maniére simple, dans ce cas, est de multiplier les deux
mambres par X — « :

R(X) o Al Bl Bb
Koo - T x O gy )
ce qui donne apres simplification
R<X) _ Bl Bb
gy - M ot x g
Faisons maintenant X = «. On obtient
R(a)
@-pgp ™

ce qui donne A; (rappelons que a # ).

(2) Supposons maintenant que « soit racine d’ordre k avec k > 1. La méthode suivante
permet d’obtenir par une seule opération tous les coefficients A;. Posons

X=a+T
La fraction rationnelle devient alors
R(X) B R(T + «)
(X —a) (X =p) ()T +a-p)"
Posons Ry(T) = R(T + «). Alors nous avons a décomposer
R’(T)
(T)(T+ o= B)>
La division suivant les puissance croissantes de R;(T) par Fi(T) = (T + o — 3)® jusqu’a
l'ordre a — 1 s’écrit
Ri(T) = Fi(T)(A; + AT + -+ AT 1) + T*Ry(T).

Ainsi R(T) Ry(T)
It Sl . a—1 a_ 2\
Tra By A+ AT+ -+ AT +T(T+a—6)b
et donc
Ry(T) _ é As P A, n é Ry(T)
(T)(T+a—p) To Tt T2 T (T +a—p)°

On obtient bien ainsi tous les coefficients liés au pole a.
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2.3. Décomposition en éléments simples de deuxiéme espéce : cas réel. Cette décom-
position ne s’applique que lorsque K = R. dans le cas complexe, seule la décomposition en
éléments simples de premiere espece est a envisager.
Soit
N(X R(X
F(x) = Y5 _ gy BX)
D(X) D(X)
une fraction rationnelle ou F(X) est sa partie entiére. Supposons que
D(X) = (X —a)"(X* +pX +q)’
ot X2+ pX + ¢ est un polyndme réel irréductible (sans racine réelle).

Théoreme 2. [l existe une décomposition unique
R(X)
(X — o) (X2 +pX +q)°
Al Aa
- EB(X)+ 1 4.
( )+(X—oz)“+ +X—a
B X +C4 By X + G,
+ 3 5 + e + 2—
(X2 4+ pX +9q) X2+ pX +¢q

ClU@CAl"‘ 7Aa>B17"' 7Bba017'“ aCbER-

F(z) = E(X)+

Cette décomposition est appelée décomposition en éléments simples de deuxiéme espece car
elle contient des facteurs irréductibles de degré 2.

Une méthode simple de trouver les coefficients de deuxieme espeéce est de décomposer les
éléments simples de degré 2 en facteurs du premier degré a coefficients complexes, d’écrire
la décomposition en éléments simples de premiere espece complexe et de regroupe ensuite les
termes conjugués.

3. EXEMPLES

X3+ 2X
3.1. Décomposition en éléments simples de )(2;)(3 Déterminons la partie entiere
X3 +2X
de X2——£X—3 La division euclidienne donne
X% 42X = (X2 —2X - 3)(X +2) +9X +6.
Ainsi
X3 +2X X494 9X +6
X2—-2X-3 X?2-2X -3
Yy . , . .y . 9X +6 .

Il nous reste a déterminer la décomposition en éléments simples de X2 _ox 3 Factorisons

le dénominateur
X?-2X -3=(X-3)(X+1)
la racine du trindéme x? — 2x — 3 étant 3 et —1. On en déduit

9X +6 9X +6 A N Ay
X2-2X -3 (X-3)(X+1) X-3 X+1
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Calculons A;. Pour cela multiplions les deux membres de la derniére identité par X — 3. Ceci
donne

9X 4+ 6 Ay Ay
X-3)=—"—-(X-3 X -3
o YT x g (X -3)
soit 9% 16 4
+ 2
=A X —
xi1 oMt x gy
en en faisant X = 3 on obtient
B 440
L
d’ou 13
Al = —.
4
Procédons de méme pour le calcul de A;. On obtient dans ce cas
-3
—=0+A
4 T Az
et donc 3
A2 - Z
Conclusion
Xi42Xx X124 33 n 3
X2-2X -3 4X -3)  4X+1)
1
3.2. Décomposition en éléments simples de XX 1) Dans ce cas, la partie
entiere est nulle. La décomposition en éléments simples s’écrit
1 A B B B
L L 2 3

X—2)(X—-1P X-2 (X-1¥ (X-12 X-1
Calculons A; en utilisant la méthode ci-dessus, on multiplie tout par X — 2 et apres simplifi-
cation on fait X = 2. Ceci nous donne
Al - 1
Calculons les coefficients By, By, B3. Pour cela posons
X—-1=T
La décomposition s’écrit, en remplagant X par T+ 1 :
1 A B By, B
=+ o+ o+
(r-uy1r» 1T-1 Ty T* T

La division suivant les puissances croissantes de 1 par 7' — 1 a l'ordre 3 s’écrit :

1 , T3
e
Ainsi
1 I Y A T
(—1+T)13 T3 T3 T ' (—14T1)T°
soit
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ou bien encore
1 B 1 1 1 n (X — 1)3
(X =2)(X -1 (X—-1P (X-12 (X-1) (X-=-2)(X-1)*

Ainsi
By =-1, By =-1, By=—1.
La décomposition cherchée est donc
1 1 1 1 1
(X—2)(X—-1P% X-2 (X-18 (X-12 X-1

1

(X -1D(X?2+ X +1)
un élément simple de deuxieéme espece. La décomposition s’écrit :

1 Ay B1 X + Bs

(X -1(X?2+X+1) X—1+X2+X+1'

Commencons par calculer A;. On multiplie tout par X — 1, on simplifie et on fait X = 1 ce
qui donne

3.3. Décomposition en éléments simples de . Dans ce cas, il existe

1
Al — g
Calculons a présent By et B>.

Premiére méthode : décomposition dans C. Les racines complexes de X2 + X 4 1 sont j et j2
—1+1iv3

5 et 72 = j le conjugué de j. On en déduit

ouj =

1 B 1 A N Ch N C,
X-DX2+X+1) X-DX-)HX—-j) X-1 X-j X-—j
On calcule le nombre complexe €'y comme ci-dessus, on multiplie par X — 7 on simplifie et on
pose X = j, ce qui donne

1

T AN . N Ol'
=10 —J)
Ainsi .
J
Cl - g
La décomposition complexe s’écrit donc

1 1 1 j j
= - = + ~ + =
X -DX2+X+1) X -DX-j))(X—-j) 3X-1 3X-j) 3X-))
Pour déterminer la décomposition dans R, il nous reste a regroupe les deux derniers termes
complexes conjugués.

J Jo_JX =)+ —)) —X -2

~ + — = == = :
3(X —J) 3(X—)) 3(X = )X =) 3(X2+ X +1)
On obtient donc
1 1 X -2

XD+ X+1) 3X-1 3X2+x+1)
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Deuxiéme méthode : par identification. Nous calculons A; comme ci-dessus ce qui donne
J 1 1 n B X + By
s = .
(X-D(X?2+X+1) 3X-1) X2+X+1

Réduisons au méme dénominateur le second membre

1 (XX +1)+3(X - 1)(BiX + By)
(X -D(X24+X+1) 3(X —1)(X2+X +1)
d’ou
1  (143B)X*+(1+3B,—3B1)X +1—3B;,
(X-1D(X2+X+1) (X —1)(X2+ X +1)
Par identification, on obtient
1+3B;, =0,
14+3By, — 3B, =0,
1-3By=3
et donc ] 5
B1 = ?, B2 - ?
La décomposition est donc
1 1 -X -2

X DX+ X+ 3X-1 3+X+1)



