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EXERCICES Chapitre 5
Applications Linéaires

Exercice 1. Déterminer si les applications suivantes sont linéaires
f1 : R2 → R

(x, y) 7→ (3x− y)
f2 : R2 → R3

(x, y) 7→ (2x− 1, x + y, 2y)

f3 : R2 → R3

(x, y) 7→ (2x− y, x + y, 2y)
f4 : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (xy, x− y)

f5 : R2 → R2

(x, y) 7→ (x + y, y − 2)
f6 : R2 → R2

(x, y) 7→ (2x− y, 4x− 2y)

f7 : R2[X] → R
P (X) 7→ P ′(X)

f8 M2(R) → R
M 7→ Tr(M)

f9 : M2(R) → R
M 7→ det(M)

On rappelle que R2[X] est l’ensemble des polynômes de degré ≤ 2 à coefficients réels,M2(R)
est l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients réels, et Tr(M) désigne la trace de
M (si M = (mij), alors Tr(M) = m11 + m22). Pour celles qui sont linéaires
(1) Ecrire leur matrice dans les bases canoniques
(2) Déterminer leur noyau et leur Image (on en donnera une base et la dimension)

Exercice 2. On munit R2 de sa base canonique {~i,~j}. Soit f : R2 → R2 l’application linéaire
déterminée par f(~i) = 2~i−~j et f(~j) = −~i+~j. Soit la famille {~u,~v} avec ~u =~i+2~j et ~v =~i+~j.
(1) Ecrire l’expression analytique de f et la matrice, notée A, de f dans la base {~i,~j}.
(2) Vérifier que {~u,~v} est une base de R2.
(3) Calculer f(~u) et f(~v) en fonction de ~i et ~j.
(4) Calculer ~i et ~j en fonction de ~u et ~v.
(5) En déduire la matrice, notée B, de f dans la base {~u,~v}.
(6) Ecrire la matrice de passage P de la base {~i,~j} à la base {~u,~v}.
(7) Donner et vérifier une relation entre les matrices A, B et P .
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Exercice 3. On munit R2 de sa base canonique {~i,~j}. Soit f : R2 → R2 l’application linéaire
déterminée par f(~i) = 2~i +~j et f(~j) = 3~i. Soit la famille {~u,~v} avec ~u =~i−~j et ~v = 3~i +~j.
(1) Ecrire la matrice A de f dans la base {~i,~j}.
(2) Vérifier que {~u,~v} est une base de R2.
(3) Calculer f(~u) et f(~v) en fonction de ~i et ~j, puis en fonction de ~u et ~v.
(4) En déduire que la matrice de f dans la base {~u,~v} est diagonale.
(5) Ecrire la matrice de passage P de la base {~i,~j} à la base {~u,~v} et vérifier que PD = AP .


