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1. SOUS-ESPACES INVARIANTS

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — E un endomorphisme de E.

1.1. Définition d’un sous-espace invariant.

Définition 1. Un sous-espace vectoriel F' de E est un sous-espace invariant de f si f(F) C
F', autrement dit si

YoeF, f(v)eF.

Exemples.

(1) L’espace E lui méme est un sous-espace invaraint de f. De méme, I'espace nul {0} est
un sous-espace invariant car f(0) = 0. On dira qu’un sous-espace invariant de f n’est pas
trivial s’il est distinct de F et de {0}.

(2) Le noyau ker(f) est un sous-espace invariant de f. En effet, si v € ker(f), alors f(v) =0
et donc f(v) € ker(f).

(3) De méme Im(f) est un sous-espace invariant de f. En effet, si v € Im(f), alors f(v) €
Im(f) et Im(f) est un sous-espace invariant.de f.

(4) Certains i-endomorphismes n’admettent aucun sous-espace invariants non triviaux. Pre-
nons parexemple dans le plan R? une rotation vectorielle. Aucun sous-espace autre que
R? et {0} n’est invariant.

1.2. Sous-espaces propres. Soit f un endomorphisme de E. Supposons que f admette une
valeur propre A. Rappelons que cette hypothese est toujours vérifiée si K = C). Supposons
également que f n’est pas 'homothétie A\Id. Le sous-espace propre associé a A :

Ex={veFE : f(v)= v}

n’est donc pas trivial.

Proposition 1. Les sous-espaces propres de f sont des sous-espaces invariants.

Notons que si f est diagonalisable, alors, si Ay, -+, A, sont les valeurs propres distinctes de
f, on a la décomposition en somme directe

E=F) ®E,, & - ®E,,

La réciproque est aussi vraie : si F s’écrit comme la somme directe des sous-espaces propres,
alors f est diagonalisable.

1.3. Trigonalisation et sous-espaces invariants. Soit f un endomorphisme trigonalisable

de E. 1l existe une base B = {vy,--- ,v,} de E par rapport a laquelle la matrice de f s’écrit
iy Airz2 -+ Qin
0 Q22 -+ Q2n

0 0 - a,

)
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Soit, pour i = 1,--- ,n, F; le sous-espace vectoriel de F ayant pour base B; = {vy,--- ,v;}.
Chacun des sous-espaces F; est un sous-espace invariant de f. En effet, si v € F}, alors v =
TV + - xyv; et

fv) =az1f(v) + -2 f(v;) = mar v + -+ - +xi(ar v + -+ a;0;)

et donc f(v) € F;. Ainsi, si f est trigonalisable, il existe une suite de sous-espaces invariants
pour f vérifiant
E=F,D>DF, 1D2---DFKDF
{ dim F; = 1.

Une telle suite de sous-espaces invariants est appelée un drapeau de f.

1.4. Sous-espaces invariants et réduction d’'un endomorphisme. Dans les deux para-
graphes précédents, nous avons vu le role que jouaient les sous-espaces invariants d’un endo-
morphisme f de E que sont les espaces propres et les drapeaux, dans la réduction de f : la
diagonalisation dans le premier cas et la trigonalisation dans le deuxieme.

Dans un cas plus général, si F' est un sous-espace invariant de I’endomorphisme f, nous
pouvons considérer une base Br = {vy,-,v,} de F et la compléter en une base de £ : B =
{v1, - ,Up,Vpt1,- -+ ,vn}. On appellera une telle base de E, une base adaptée a F. Comme
f(F) C F, on en déduit

p
f(vj) = Z Qi Vs
i=1

pour tout 7 = 1,--- , p. Ainsi la matrice de f dans cette base adaptée aura la structure suivante :

XY
0 Z
qui correspond donc a une premiere réduction.

Supposons a présent que E admet la décomposition
E=F&F

ou Fi et Fy sont deux sous-espaces invariants de f supplémentaires. Considérons une base B
s , . N _ <

adaptée a cette décomposition, c’est a dire B = {vq, -+ , Uy, Wpy1, - -+ ,wpfou By = {vy, -+ ,v,}

est une base de Fy et By = {wp+1,- -, w,} une base de F,. En reprenant ce que nous venons

de dire ci-dessus, on déduit que la matrice de f relative a cette base B a la structure suivante

(@ 7)

Remarque. Une telle matrice est appelée diagonale par blocs. La matrice X est la matrice de
la restriction de f a Fi relative a By et Z la matrice de la restriction de f a Fy relative a la
base B,. On fera tout de méme attention au calcul des déterminants. Si on a bien

avec X € M,(K) et Z € M,,_,(K).

det <)O( g) =det X -det Z

par contre en général

XY
det<0 Z) # det X - det Z
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des que Y # 0.
Dans la section qui suit, nous allons mettre en évidence des sous-espaces invariants particu-

liers qui permettront de réduire I'’endomorphisme f lorsque celui-ci ne sera pas diagonalisable
mais simplement trigonalisable.

2. SOUS-ESPACES CARACTERISTIQUES D’UN ENDOMORPHISME

2.1. Définition.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K et soit f un endomorphisme
de f admettant n valeurs propresAi,--- , A\, de multiplicité respective ry,--- ,r, avec
rmtro+oo 4T, =n.

On appelle sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre A\ le sous-espace
vectoriel

Cf()\k) = ker(f — )\k]d)rk

Rappelons que
(f = MId)™ = (f = MeId) o (f — Mld)o---o(f — Nd)

la composition étant faite r; fois.

Proposition 2. Le sous-espace caractéristique C(\y) de f associé d la valeur propre Ay, est
Ai|un sous-espace invariant de f. De plus il contient le sous-espace propre E), de [ associée a
la valeur propre Aj.

Démonstration. En effet comme pour tout endomorphisme g de E on a
ker(g) C ker(g?)

et plus généralement
ker(g?) C ker(gP™)
pour tout [ > 0, on en déduit

Cr(\p) = ker(f — M dd)™ C ker(f — M\ Id)™

Montrons que ce sous-espace est invariant par f. Soit v € C¢(A;). Il nous faut donc montrer
que f(v) € Cr(Ag). Or

(f = A d)™)(f(v) = Axv) = (f = MId)™)(v) = 0
d’apres la remarque précédente. Donc f(v) — Ayv € Cp(Ag). or v € Cp(Ag). On en déduit
7O € Cr(Me)

et cet espace est bien invariant par f. Montrons qu’il contient le sous-espace propre associé a
)\k- On a

Ey, =ker(f — A\ Id) C ker(f — \eId)™ = Cr(\g)

d’ou la proposition.
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2.2. Espaces caractéristiques et diagonalisation. Nous venons de voir que le sous-espace
caractéristique de f attaché a la valeur propre A contenait le sous-espace propre attaché a la
méme valeur propre. Bien entendu, si f admet n valeurs propres distinctes, alors par définition,
les multiplicités étant égales a 1, on a dans ce cas

Cs(\) = By

quelle que soit la valeur propre A. Nous pouvons généraliser cette situation.

Proposition 3. Soit f un endomorphisme diagonalisable et soit \i,---,\, ses valeurs
propres de multiplicité respectives r1,--- ,r,. Alors, pour tout k =1,--- ,p :

Cf()‘k) = B,

Autrement dit, si f est diagonalisable, les sous-espaces caractéristiques et propres coincident.

Démonstration. Comme f est diagonalisable, alors E = Ej & --- E),. Considérons le sous-
espaces caractéristique Cy,(f), 1 <i <p. Siv € C),(f), il se décompose de maniére unique

v=v+ -+
avec v1 € By, v, € E),. Or on vérifie aisément que
(f = X)" (k) = (A — i) "o
En effet
(f =) (vk) = (f = M) (f = X)(we) = (f = 2) (A = AoJve = (A — Ni) v
et par induction on a l'identité voulue. Ainsi
(f=A)"(v)=(f=X)" (1 +-Fv,) =M =)o+ -+ (A —N)Pv =0
car v € C),(f). Comme par hypothese A\, # \; des que k # i, alors v, = 0 deés que k # i. Ainsi
v =y

et donc v € E), ce qui montre C),(f) C E,, et ces deux sous-espaces coincident.

Dans ce qui suit, nous allons comparer ces deux sous-espaces dans le can non diagonalisables,
mais toujours avec I’hypothese précisant qu’il existe n valeurs propres distinctes ou confondues.
Mais pour aborder ce probleme nous avons besoin d’introduire la notion de polynéme annula-
teur de f.

3. POLYNOMES ANNULATEURS

3.1. Définition. Soit p(X) = ag + a1 X + -+ + @, X" un polynéme a coefficients dans K a
une indéterminée X. Si f est un endomorphisme du K-espace vectoriel E, on note par p(f)
I’endomorphisme

p(f) =aold+aif +asf* +- -+ a.f"

ou f' désigne la composée f o fo---o f appliquée i-fois. Ainsi p(f) apparait comme une
combinaison linéaire des puissances de f.
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Définition 3. On dit que le polynome p(X) est un polynome annulateur de l’endomorphisme
| si Uendomorphisme p(f) est nul :

p(f)=0.

Par exemple, si f est une projection de FE, alors par définition f o f = f. Le polyndéme
p(X) = X? — X est donc annulateur de cette projection. De méme si f est une symétrie de E,
il vérifie f o f = Id et le polynome p(X) = X? — 1 est annulateur.

Notons que pour tout endomorphisme f, il existe toujours un polynéme annulateur. En effet,
nous savons que la dimension de I'espace vectoriel des endomorphismes de E vérifie

dim End(E) = n?
avec n = dim E. Considérons alors la famille d’endomorphisme
{[d7f>f27'“ ’an}.

Cette famille contient n? + 1 éléments. Elle est donc liée et il existe une combinaison linéaire
non triviale entre ces éléments. Cette combinaison s’écrit

aold + arf +asf?+ - = A f¥ =0
avec les a; non tous nuls. Ainsi le polynome
p(X) = ag + alX + CLQXQ + o= AHQXnZ

est un polynéme annulateur de f.

3.2. Calcul pratique. Pour vérifier qu'un polynoéme est annulateur d’un endomorphisme
donné f nous pouvons utiliser le calcul matriciel. Soit B une base de E et soit A la ma-
trice de f relative a cette base. Alors si p(X) = ag + a1 X + --+ 4+ @, X" est un polynome
annulateur de f, la matrice p(A) = apld + a; A+ --- + a, A" est nulle :

p(A) = 0.

Le calcul de p(A) ne dépend pas du choix de la base choisie. En effet

Proposition 4. Soit A une matrice carrée et A’ = P~1 - A - P une matrice semblable, P
étant inversible. Alors pour tout polyndme p(X) on

p(A") = p(A).

Démonstration. Cela est une conséquence de 'identité
A% = p~tAtp

établie dans les chapitres précédents.
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3.3. Le théoréme de Cayley-Hamilton : K = C. On se place maintenant dans le cas ou
le corps de base est celui des complexes.

Théoréme 1. Soit f un endomorphisme de l’espace vectoriel compleze E (de dimension
finie). Le polynome caractéristique Cr(X) = det(f — X1d) de f est un polynome annulateur
de f :

Cy(f) = 0.

Démonstration. Rappelons que Cf(X) = C4(X) pour toute matrice A de f relative & une
base donnée. Soit f € End(FE). 1l existe une base de E dans laquelle la matrice A de f est
triangulaire. Ecrivons cette matrice sous la forme

i)
ou B est une matrice triangulaire d’ordre n — 1. Le polynéme caractéristique de A s’écrit donc
Ca(X) =det(AxId) = (A — X)det(B — XId) = (M — X)Cp(X).

Démontrons a présent le théoréeme par récurrence sur 'ordre n de A.
(1) Sin =1, alors A= (\) et Ca(X) = (A — X). Dans ce cas
Ca(A) =\Id—A=0.

(2) Supposons le résultat vrai pour toute matrice complexe d’ordre n — 1. Comme B est
d’ordre n — 1, alors

Cp(B) =0.
D’apres la forme de la matrice A on a
Ca(X) = (\ = X)C(X)

ce qui implique
Ca(A) = (MId—A)Cg(A).
Calculons Cg(A). Posons
CB(X) == bo + le + 4 bnlenil.

Alors
Cg(A) =bold +bjA+ -+ b, A"

Ak X...X
k_ (M
()
ce qui implique

C(A) = det (CBO(N é;kBX>> _ det (CBgM < X) _0

Mais, pour tout £ <1

On en déduit
Ca(A) = (MId—A)Cp(A) =0.

Ainsi la propriété est vraie a l'ordre n

(3) Elle est donc vraie pour tout n
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4. F EST SOMME DIRECTE DES SOUS-ESPACES CARACT]:IRISTIQUES :K=C

4.1. La décomposition spectrale. Soit f un endomorphisme de I’espace vectoriel complexe

E. 1l admet donc n racines distinctes ou confondues Ay, ---, A, de multiplicités respectives
T1, , Tp.
Théoreme 2. SiC(\;) = ker(f—NId)",i=1,---,p, sont les sous-espaces caractéristiques

de f, alors on a la décomposition en somme directe

E=Ci{M)DCr(A) ®---®Cp(Ny).

Cette décomposition de E est appelée la décomposition spectrale de E attachée a f.

Démonstration. Soient A, --- , A, les valeurs propres distinctes de f . de multiplicités respec-
tives ry,--- , 1, avec r1 + - - - + 1, = n. Le polynome caractéristique de f s’écrit donc
p

Cp(X) = (=1)"(X = M) (X = Aa)" - (X = )" = (=1)" [T(X = )"

i=1
Soit p;(X) le polynéme
pi(X) = Cr(X)(X =)™ = (=1)" [T(X = )"
i#]
Considérons, pour tout j = 1,-- -, p les endomorphismes py(f), p2(f), -+, pp(f). Ces endomor-
phismes vérifient les propriétés suivantes :

(1) (f = NId)7 opj(f) = C(f) = 0 d’apres le théoreme de Cayley Hamilton. Ainsi, pour
tout v € E,

(f = Add)" (p; (f)(v) =0
et donc
Im(p;(f)) C ker(f — \;Id)"™.
Pour simplifier les notations, posons
fi=pi(f), F=Im(p(f)), i=1,---.p.
On a donc

Fi C C&(f)

(2) Par constructions, les polynémes p; (X), pa(X), - -+ , pp(X) n’ont aucune racine en commun
et n’ont donc aucun facteur en commun. Dans la théorie des polynomes a une indéterminée
(voir cours Algebre et Arithmétique), on dit que ces polyndmes sont premiers entre eux. Ils
vérifient donc la propriété de Bézout (on peut éventuellement admettre ici cette identité) :

Tl existe des polynomes Qy(X), -, Qy(X) tels que”
PLX)Q1(X) + p2(X)Q2(X) + -+ - + pp(X)Qp(X) = 1.
On en déduit
pi(f) 0 Qi(f) +p2(f) 0 Qalf) + -+ +pp(f) 0 Qp(f) = Id

soit, pour tout v € E :

v = f1(Qi(f) () + fo(Qa(f)(v)) + - + fp(Qp(f) ().
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or f;(Qi(f)(v)) € I(f;) = Fy. Ainsi
E=F+F+ - +F,

Montrons que l'on a
E=F®FRo - -@&F,

E(XFy) =0.

J#i

Il faut donc vérifier que

Soit v € F; (X Fj). Alors
v € F, =Imf; Cker(f —NId)"
ce qui implique
(f = Add)"(v) =0
De méme
pi(£)(w) = =" [I(f = A;)"(v) =0
i
car v € ;. I; et chaque Fj est un sous-espace de Cj,(f). Mais les polynémes (X — ;)"
et [1;2:(X — A;)" n’ont pas de facteurs communs et sont premiers entre eux. Toujours
d’apres identité de Bézout, il existe deux polynémes u(X) et v(X) tels que
u(X)(X =) +o(X) J[(X =N~ =1
J#
ce qui donne
u(f) o (f = Ndd)™ +v(f) o [T(f —A)" = Id.
i
Appliquons ceci au vecteur v, on a

u(S)((X = Xdd)"™ () + (I = X)7 (v) =v.

i
Mais (X — A Id)"(v) = 0 et ([T (f — ;)"7)(v) = 0 d’on
v=20
etdonc E=F @O - OF,.
Montrons que
Fr=Cy\(f)-

Nous avons déja vu que F; C Cy,(f). Soit v € Cy,(f). Comme £ = F; ® F, @ --- @ F,
on a
v=uv+uvy, v €F;, v,e@PF,.
J#i
Reprenons l'identité de Bézout précédente :
u(X) (X = N)" +v(X) H(X —\)7 =1
J#i
On en déduit
w(F)((f = Ndd)" (v2) +o(F) T = AId)™ (v2) = vy
J#i
ce qui implique vy = 0 d’ou le résultat.
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Corollaire 1. Pour chaque i =1,--- ,p on a
dim Cy,(f) = r;.

Démonstration. Comme chaque Cy,(f) est invariant par f, la restriction fide fa Cy,(f) est un
endomorphisme de cet espace. Comme par hypothese le corps de base est C, cet endomorphisme
fi est trigonalisable. Il existe une base de C),(f) par rapport a laquelle la matrice est donc de

la forme
i * %

*
0 N * %

0 0 - A\
et cette matrice est d’ordre s; = dim C),(f). On a donc
s =dim Cy,(f) < ;.

Mais

7’1—|—T2+"'—|—Tp:’n,
mais aussi

S1+ S+ -+ S5, =n.
Ainsi

s; =dim Cy,(f) =1
pourt=1,---,p.

4.2. Matrice de f relative a une base adaptée a la décomposition spectrale. Consi-
dérons une base adaptée a la décomposition spectrale

E:CM(f)@OM(f)®"'®O>\p(f)'

La matrice de f relative a une telle base a la forme suivante

X, 00 - 0 0
0 X, 0 -~ 0 0
0 0 0 - X, 0
0 0 0 - 0 X,

ou X; € M,,(C). De plus, d’apres le principe de trigonalisation, on peut supposer que les
matrices X; sont de la forme

AN T X x
Ai x oo
0O 0 0 -+ N\

On dira dans ce cas que la matrice est une matrice de Jordan.



