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2 L2PC Chapitre 1. Diagonalisation

1. MATRICES DIAGONALES ET DIAGONALISABLES

On notera par M,,(R) (respectivement M,,(C)) 'ensemble des matrices réelles (respective-
ment complexes) carrées d’ordre n. Pour ne pas différencier (lorsque cela ne sera pas nécessaire)
le cas réel du cas complexe, on notera par M, (K) cet ensemble ot K représente I'un des corps

R ou C.
1.1. Définition.

Définition 1. Une matrice M € M, (K) est dite diagonale si elle est de la forme
a; 0 0 -+ 0
M- 0 axp 0 - 0
0 0 0 Qpn
avec a;; €K, 1 =1,--- ,n.
Ainsi, tous les éléments en dehors de la diagonale principale {a11, as, - , an,} sont nuls. Les

¢léments de la diagonale principale peuvent étre nuls ou non. Par exemple, la matrice nulle
est diagonale.

Soient
a;; 0 0 - 0 by 0O 0 - 0
M, = 0 azx 0 o 0 ot M, — 0 by 0 - 0
0 0 0 S ., 0 0 0 s by

deux matrices diagonales de M,,(K). Alors

ay; + b11 0 0 - 0
(1) la somme M; + My = O . a22 b2 0 . 0 . est aussi diago-
0 0 0 - Qpp+ban
nale,
Aayp O 0 - 0
(2) Pour tout A € K la matrice AM; = 0 .)\.a.m O O est aussi diag-
0 0 0 cor Mg

onale. On en déduit, en particulier, que I’ensemble des matrices diagonales d’ordre
n est un sous-espace vectoriel de dimension n de M, (K). On notera par D,(K) ce
sous-espace vectoriel.

anbn 0 0 - 0
(3) le produit M; - My = 0 . ?‘Q?bm 0 _ 0 . est aussi une matrice diag-
0 0 0 - anpbnn

onale,
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1.2. Matrices diagonalisables.

Définition 2. Une matrice M € M, (K) est dite diagonalisable si elle est semblable a une
matrice diagonale. Ceci est équivalent a dire qu’il existe une matrice inversible P € G L(n,K)
telle que la matrice

M =P'MP
soit diagonale.

Rappelons que GL(n,K) désigne 1’ensemble des matrices de M,,(K) qui sont inversibles.
Cet ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(K) car la somme de deux matrices
inversibles n’est pas nécessairement inversible. Par contre, GL(n,K) est un groupe pour la
multiplication, le produit de deux matrices inversibles étant inversible.

Remarque. Contrairement aux matrices diagonales, il n’est pas du tout aisé de reconnaitre
si une matrice carrée est diagonalisable ou pas. La définition ci-dessus ne nous aide guere pour
cela (voir exercice 2). On va donc mettre en évidence quelques propriétés de ces matrices pour
caractériser ces matrices.

2. VALEURS PROPRES, POLYNOME CARACTERISTIQUE D’'UNE MATRICE CARREE

2.1. Valeurs propres d’une matrice carrée.

Définition 3. Soit M € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. Un scalaire A € K est appelé
valeur propre de M s’il existe un vecteur colonne V€ K® NON NUL, tel que

M-V =AV.
Si V est le vecteur colonne
T
T2
V=
L,
et si M est la matrice
ailz Qa2 aiz -+ Qip
as; @ a e a
M = 2 22 Q23 2n
Ap1 Ap2 Ap3 - Ann
alors ’équation
M-V =)V
s’écrit
aix Qa2 aiz -+ Qip X1 Azy

Q21 Q22 Q23 -+ Q2p | 22 AT

Qp1 An2 Gp3 - Gpp T, )\mn
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C’est donc un systeme linéaire dont les inconnues sont A et zy,--- ,x, mais les x; sont non
tous nuls. Ceci en complique la résolution. On va donc caractériser directement les valeurs
propres de M pour éviter ce calcul. Soit A une valeur propre de M. Il existe donc, d’apres la
définition, un vecteur colonne V' non nul tel que
M-V =)\

On en déduit

M-V -=AV=0
soit

(M —X,)- V=0
ou I, est la matrice identité de M., (K):

1 0 0 0
e
0 0 0 —_—

Comme V' est non nul, on en déduit que le noyau de la matrice M — AI,, est non nul et donc
que la matrice M — AI,, n’est pas inversible. Ceci se traduit par

det(M — AI,,) = 0.

Inversement, soit A € K tel que det(M — AI,,) = 0. Ainsi M — A, n’est pas inversible. Son
noyau n’est donc pas réduit a {0}. Il existe donc un vecteur colonne V' non nul tel que
(M — \I,,) -V =0 et donc A est une valeur propre de M.

Théoréeme 1. Soit M € M, (K) une matrice carrée a coefficients dans K. Alors un scalaire
A est une valeur propre de M si et seulement si

det(M — AI,) = 0.

Exemples.
(1) Soit I,, la matrice identité. Ses valeurs propres sont toutes égales a 1. En effet
det(l, — \I,) =0

est équivalent a
det((1—=MN)1,)=(1—=XN"=0.

(2) Les valeurs propres de la matrice nulle sont toutes nulles. Notons qu'il existe des
matrices non nulles dont toutes les valeurs propres sont nulles. Par exemple, soit

- (90).

det(M — ML) = det ( aA L ) (=)

et donc les valeurs propres de la matrice M, qui est non nulle, sont égales a 0.

Alors
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(3) Soit
a1 0 0 - 0
M = 0 929 0 - 0
0O 0 0 - au
une matrice diagonale. Ses valeurs propres sont les éléments aqq,- - , a,, de la diago-
nale.

2.2. Polynéme caractéristique.

La recherche des valeurs propres de la matrice M se résume donc a résoudre 1’équation
det(M — \I,,) = 0.

Lorsque 'on développe ce déterminant, on obtient une équation polynomiale de degré n, si n
est l'ordre de la matrice M.

Définition 4. Soit M € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. On appelle polynéme car-
actéristique de M, le polynome a une indéterminée X de degré n et a coefficients dans K
donné par

Orn(X) = det(M — XT,,).

Exemple. Soit M la matrice d’ordre 2:

u=(1a)

Cu(X) =det(M — XI,) = (a— X)(d— X) —bc=X?— (a+d)X + (ad — be).

Alors

Proposition 1. Les valeurs propres de M € M,,(K) sont les racines dans K du polynome
caractéristique Cpr(X). Inversement, les racines de Cpr(X) sont les valeurs propres de M.

Comme toute équation polynomiale a coefficients complexes de degré n a toujours n racines,
on en déduit:

Proposition 2. (1) Toute matrice carrée M € M, (C) a coefficients complexes admet
exactement n valeurs propres (distinctes ou confondues).
(2) Toute matrice carrée M € M, (R) a coefficients réels admet au plus n valeurs propres
(distinctes ou confondues).

Notons qu’une matrice carrée réelle peut n’avoir aucune valeur propre. Considérons par

exemple la matrice
0 —1
)

On(X) = det(M — XI) = X? + 1.

Alors
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L’équation X2 + 1 = 0 n’a aucune racine réelle. Ainsi la matrice rélle M n’a aucune valeur
propre. Notons que si on considere M comme une matrice complexe, alors
X?+1=0

admet deux racines complexes, a savoir ¢ et —i. Ainsi la matrice complexe M d’ordre 2 admet
deux valeurs propres.

Le résultat suivant va étre fondamental pour la suite.

Théoréme 2. Soient M et M' deux matrices semblables de M,,(K). Alors elles ont le méme

polynome caractéristique:
Cu(X) = Car (X).
En particulier, elles ont les mémes valeurs propres.

Démonstration. Par hypothese, il existe une matrice inversible P telle que M’ = P"'MP. On
peut écrire

M - XI,=P'MP—-XI,=P'MP—-XP'I,P=P'(M-XI,)P.
Comme on a en général det(AB) = det(A) det(B), on en déduit:
Carr(X) = det (M’ — X 1,)) = det(P~Y(M — XI,,)P) = det(P~Y) det(M — X I,,) det (P) = Cys(X)
1
det(P)

car det(P~1)

3. VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K et soit f : E — E un endomorphisme de E.

3.1. Valeurs propres d’un endomorphisme.

Définition 5. On dit qu’un scalaire X € K est une valeur propre de [ s’il existe un vecteur
v € E NON NUL, tel que
f(v) = .

Soit B = {ey, -, e,} une base de E et soit M la matrice de f relative a cette base. Rappelons
que les colonnes de M sont les composantes dans B des images f(e1),-- -, f(e,). Du point de
vue matriciel, l'identité f(v) = Av s’écrit

M-V =\V
ou V est le vecteur colonne dont les composantes sont celles de v relatives a la base B. On en
déduit que X est aussi une valeur propre de M.

Proposition 3. Soit f un endomorphisme de E et soit M la matrice de f relative a une
base donnée B de E. Alors les valeurs propres de f coincident avec les valeurs propres de

M.
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Ceci a bien un sens, car d’apres le Théoreme 2, les valeurs propres de n’importe quelle matrice
de f associée a une base quelconque de F sont les mémes. On peut méme préciser:

Définition 6. On appelle polynome caractéristique de f, le polynome de degrén a coefficients
dans K donné par

C'f (X ) = CM(X )
ou M est la matrice de f relative a une base B de E donnée.

Conséquence: calcul des valeurs propres de f. Etant donné un endomorphisme de F,
pour calculer ses valeurs propres, on se donne une base B de E, on calcule la matrice M de f
relative a cette base et on résoud (comme on peut) 1’équation polynomiale

Car(X) = 0.

3.2. Espace propre associé a une valeur propre.

Définition 7. Soit A une valeur propre de ’endomorphisme f de E. On appelle vecteur
propre de [ associé a A tout vecteur de E qui vérifie

f(v) = .

Notons que le vecteur nul est toujours un vecteur propre de A. Mais, d’apres la définition d’une
valeur propre, il existe toujours un vecteur propre non nul associé a ..

Proposition 4. Soit A\ une valeur propre de f. L’ensemble des vecteurs propres de f associé
a cette valeur propre est un sous-espace vectoriel de E. On l'appelle ’espace propre associé
a la valeur propre \ et sera noté E.

Démonstration. Nous avons vu que le vecteur nul était un vecteur propre associé a A\. Donc
I’ensemble des vecteurs propres est non vide. Soient v et v" deux vecteurs propres:

fv) =X, f')=.
Alors
flo+v)=fv)+ (V) = v+ X = Av+72).
Ainsi v + v’ est aussi vecteur propre associé a A. Soit a € K un scalaire. Alors
flav) = af(v) = alv = A(av)
et av est aussi vecteur propre. On en déduit que I’ensemble des vecteurs propres de f associé

a A est un sous-espace vectoriel de E.

En résumé, si A est une valeur propre de I’endomorphisme f de F, le sous-espace propre FEy
associé a cette valeur propre est défini par

Ex={veE : f(v)= v}

et on a toujours
car cet espace contient toujours un vecteur non nul.
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3.3. Détermination des espaces propres.

Théoréme 3. Soit A une valeur propre de ’endomorphisme f de E. Alors [’espace propre
E\ associé coincide avec le noyau

ker(f — M)
de l’endomorphimse f — Mg ot Ig désigne l’endomorphisme identité de E.

Conséquence: détermination pratique de F,. Donnons nous une base B = {ey, -+ ,e,}
de E. Considérons la matrice M de f relative a cette base. Soit v = (z1,- - ,x,) un vecteur
de E. C’est un vecteur propre associé a A si et seulement si (xy,---,x,) sont solutions du

systeme linéaire

X1 0
(1) A-an)| ™= [=]"
T 0

Comme A est une valeur propre, ce systéme a au moins une solution non nulle.

Remarquons que la restriction de f a I’espace propre de f associé a A est un endomorphisme
de cet espace dont la matrice dans n’importe quelle base de E) s’écrit

)\ 0 0
T Y
0 0 /\

ou p désigne la dimension de F). Cette dimension se détermine lors de la réolution du systeme
linéraire (1). Toutefois nous avons quelques informations sur cette dimension. Nous avons vu
qu’elle est toujours supérieure ou égale a 1. Le résultat suivant donne une majoration de cette
dimension:

Proposition 5. Soit A\ une valeur propre de l’endomorphisme f de E. Soit k la multiplicité
de A comme racine du polynome carsctéristique Cy(X). Alors

1 <dimE) <k.

Démonstration. Par hypothese, on a
Cr(X) = (X =N Q(X)
ou Q(X) est un polynéme de degré (n — k) tel que

Q(A) # 0.
Supposons
dim Fy = k| > k.
Soit {vy, - , vk, } une base de E) et complétons la en une base

{Ula 3 Uk Cly41, 0t 7€n}
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de E. La matrice de f dans cette base est de la forme

A0 0 -0
0O A 0 - 0
M=o 0o o - A
0O 0 0 - 0
0 0 0 - 0 % - =

ou la notation * signifie que 1’on ne sait rien sur le coefficient sous-jacent. On en déduit:
det(M — X1,) = (A — X)" R(X)

ou R(X) est un polynéome a coefficients dans K. Ainsi A est une racine d’ordre supérieure ou
égale a ki ce qui est contraire a I’hypothese.

Corollaire 1. Soit A une valeur propre simple de l’endomorphisme f, c¢’est-a-dire racine
d’ordre 1 du polynome caractéristique Cy(X). Alors

4. CRITERE DE DIAGONALISATION

4.1. Une propriété des sous-espaces propres d’un endomorphisme.

Proposition 6. Soit f un endomorphisme de E et soient A1 et Ny deux valeurs propres
distinctes de f. Alors

Ex () Ex, = {0}.

Démonstration. En effet soit v € Ey, [ E\,. 1l vérifie
fw)=Xv et f(v) = Agu.
Ainsi
0=X\v—Xv= (A — A)v.
Comme par hypothese A\; # Ao, on en déduit v = 0 et donc

E\ () Ex. = {0}.

On a méme

Théoréme 4. Soient A\, -+, A\, l'ensemble des valeurs propres distinctes de f. Alors
Ex, +Ey,+--+E\, =E\OE\,® - DL,

(i.e les espaces E,, sont en somme directe) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Rappelons que dire que les sous-espaces Ey,, ¢ = 1,--- ,k sont en somme
directe signifie que tout vecteur non nul de £, ne peut s’écrire comme une somme de vecteurs
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appartenant aux autres E), j # 4. Nous allons montrer ce corollaire en faisant une récurrence
sur le nombre de sous-espaces propres utilisés. Si p = 2, on considere deux valeurs propres
distinctes A; et A\y. D’apres la proposition précédente, Ey, [ Ex, = {0} et donc la somme de ces
deux sous-espaces est directe: Fy, @& E), est un sous-espace de . Soit p tel que 2 <p < k—1.
Supposons que la somme Ey, + Ey, + --- + K, soit directe: E) & Ey, @ --- @ E), est un
sous-espace de E. Considérons la somme

(Ex,®E\,®---®E),)+ Ej,.,.
Soit v € (E,\l D E,\2 D---D E)\p) mE)\erl. Il vérifie

f(v> - )‘p+1U
et
V=01 + v+ U, U € By,
Donc
fv) = v+ -+ A,
et

() =Appr(vi +va+ - vp).
On en déduit
()\1 — )\p+1)1}1 + -+ ()\p — )\p+1)vp =0.
Comme la somme Ey, @ Ey, @ -+ ® £, est directe, le vecteur nul n’a que des composantes
nulles et donc A; — A,41 = 0 ce qui est contraire a ’hypoyhese.

4.2. Endomorphismes diagonalisables. Soit f un endomorphisme diagonalisable. Il existe

une base B = {vy, -+, v,} telle que la matrice M de f relative a cette base soit une matrice
diagonale:
a1 0 0 - 0
M= 0 a92 0 -+ 0
0O 0 0 - ap
avec a;; € K, 2 =1,--- ,n. Ceci est équivalent a dire que les vecteurs de base vérifient
f(vz) = Q;Vy, 1= ]-a , 1.

Ainsi v; est un vecteur propre associé a la valeur propre a;;. Le polynome caractéristique de f
s’écrit:
Cp(X) = (=1)"(X —a11) - (X — ann).
En regroupant les valeurs propres égales, on peut 1’écrire sous la forme
Cr(X) = (=1)"(X = M) (X = Xg)™2 - (X = A)"
avec A1 # Ay # - -+ # A,. Ainsi Cy(X) admet n valeurs propres distinctes ou confondues, soit
ki +ky+---+k, =n.

(Notons que cette condition est toujours réalisée si K = C, mais pas toujours lorsque K = R).
Nous pouvons également réordonner les vecteurs propres de la base B de maniere a avoir

ap =+ = Ay = A\
a’k1+1,k1+1 = ak1+k‘2,k1+k2 - )\2

Ay £yt k1 4+ L1 tkothy_141 = **° = Qpp = Ap.
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Ainsi {vq, -+ , vy, } sont des vecteurs propres indépendants appartenant au sous-espace propre
Ey,. On en déduit

dim Ey, =k
et de méme
dmFEy, =Fk;, i=1,---,p.
On a donc montré, compte tenu du Corollaire 1,

E:E)q@.@E)\p

c’est-a-dire les sous-espaces propres sont supplémentaires. La réciproque de ce résultat étant
facile a établir, on a donc

Théoréme 5. Soit f un endomorphisme de E. Alors f est diagonalisale si et seulement si

(1) f posséde n valeurs propres distinctes ou confondues,
(2) Si{A1,---, A} est Uensemble des valeurs propres distinctes, alors

E=FE\ ®E\,® - ®E,,

Ceci implique donc, si k; est la multiplicité de la valeur propre \;:

4.3. Critere de diagonalisation. Le théoreme précédent peut s’écrire sous la fagon suivante,
que l'on retiendra comme un critere de diagonalisation des matrices carrées.

Théoreme 6. Critere de diagonalisation des matrices carrées. Soit M une matrice
carrée appartenant a M(K). Alors M est diagonalisable, si et seulement si

(1) M admet n valeurs propres distinctes ou confondues, ce qui est équivalent a dire que
le polynome caractéristique admet la factorisation

Cu(X) = (=1)"(X = A)" - (X = )"

avec \y # o F# - F Ny et ki + ka4 +k, =n.
(2) dimE,, = k;, i=1,---,p.

Ainsi, si ces deux conditions sont remplies, il existe une matrice P telle que M’ = P~'MP
.
s’écrive

MO0 - 0
w0 a0 0
0 0 0 - X

les valeurs propres égales étant regroupées. Le premier bloc diagonal est d’ordre &, le deuxieme
d’ordre ko ainsi de suite. Sous cette forme, la matrice P est constituée dans 1’ordre d’une base
de E),, d'une base de E), et d'une base de F) , bases qu’il faudra déterminer.
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5. EXEMPLES

5.1. Une matrice diagonalisable. On considere la matrice

-1 2 3
M = 0 -2 0
1 2 1
Son polynome caractéristique est
-1-X 2 3
Cp(X) =det(M — X13) = det 0 —2-X 0
1 2 1-X

ce qui donne, en développant, par exemple suivant la regle de Sarrus:

Cur(X) = (~1- X)(~2 - X)(1 - X) - 3(-2 - X)

=(2-X)((-1-X)(1-X)-3)
—(—2- X)(X —2)(X +2)
= (X —2)(X +2)2.

(il est préférable de factoriser directement, cela facilite la recherche des racines). On en déduit
que les valeurs propres de M sont

A1 = 2, racine simple k; =1,
Ay = —2, racine double ko = 2.

Déterminons une base et la dimension de E),. Comme k; =1 et que 1 < dim E), < k1, on a
dim Ey, =1 = ky.

Cherchons une base. Soit v = (x1, 9, x3) € E),. Alors

(M —2I3)V =0
soit
-3 2 3 T 0
0O —4 0 Lo = 0
1 2 -1 T3 0

On a donc le systeme linéraire suivant:
—31’1 + 25(]2 + 31’3 =0
—41'2 =0
l'1+2332—l‘3:0.

On en déduit zo = 0 et x; = 3. Ainsi les vecteurs de F), sont de la forme v = (21,0, 2;). Une
base de cet espace est donnée par

{v1 = (1,0,1)}.

Déterminons une base et la dimension de E),. Comme k; = 2 on sait seulement que 1 <
dim E,, < 2. Cherchons donc une base. Soit v = (1,22, x3) € E),. Alors

(M +215)V =0
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soit
1 2 3 1 0
000 |- 2 =10
1 2 3 T3 0

On a donc le systeme linéraire suivant qui se réduit a une seule équation
{ 1+ 229 + 3253 =0
On en déduit x; = —2x5 — 3x3. Ainsi les vecteurs de E), sont de la forme
v = (—2x9 — 3x3, T2, T3).
Une base de cet espace est donnée par
{vy = (—=2,1,0),v3 = (—=3,0,1)}.

Ainsi la matrice diagonale semblable est

2 0 0
D=0 -2 0
0 0 -2
avec
D=P'MP
et
1 -2 -3
P=|0 1 0
1 0 1

obtenue en mettant en colonnes les vecteurs vy, v9, v3 des bases trouvées.

5.2. Une matrice non diagonalisable mais avec n valeurs propres. Considérons la
matrice

2 0 -1
M= -1 -1 1
0 -1 0
Son polynome caractéristique est
2-X 0 -1
Cyu(X) = det(M — X1I3) = det -1 —-1-X 1
0 -1 -X

ce qui donne, en développant, par exemple suivant la regle de Sarrus:
Cu(X) =2-X)1-X)(-X)-1+(2-X)
=([1-X)(2-X)(=X)+1
=(1-X)(X?-2X+1)
= (1-X)*.
La matrice M admet donc A\; = 1 comme valeur propre triple. Ainsi, en comptant la multi-
plicité, on a bien trois valeurs propres. Déterminons la dimension de 1’espace propre associé.

Soit v = (x1, x9,x3) € Ey,. Alors
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soit
1 0 -1 T 0
0 -1 -1 XT3 0

On a donc le systeme linéraire suivant:
Tr1 — X3 = 0
—T9 — T3 = 0.

T3 =T, T2 = —I1

On en déduit

et donc
E\, ={v=(21,—21,21), 21 € K}.

On a donc
dim E)\l =1
et M n’est pas diagonalisable.

5.3. Matrice diagonalisable dans C mais pas dans R. Considérons la matrice réelle
0 —1
M = ( 0 - ) |
Cy(X)=X*+1.
Il n’a pas de racines réelles et n’est donc pas diagonalisable dans R. Si on considere M comme

une matrice a coefficients complexes, alors Cp/(X) = 0 a deux racines complexes conjuguées
A1 =i, Mg = —i. Déxterminons les espaces propres associés. Soit v = (x1,22) € E),. Alors

(M —iL)V =0
)

(=) ()

On a donc le systeme linéraire suivant:
—iZEl — T9 = 0
T — Z‘(L'Q = 0.

To = —Z'l'l

Son polynome caractéristique est

soit

On en déduit

la deuxieme équation se réduisant alors a z; + i(ix1) = x; — r7 = 0. Ainsi
Ey\, ={v = (21, —iz1), 2z, € C}.

Il est de dimension 1 et a pour base {v; = (1,—i)}. Comme Ay est conjugué de A;, on aura
comme base de F), le vecteur 77 = (1,4). La matrice M est bien diagonalisable dans C. Elle
est semblable a la matrice
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6. UNE CLASSE DE MATRICES DIAGONALES: LES MATRICES SYMETRIQUES REELLES

6.1. Matrices symétriques.

Définition 8. Soit M une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels. On dit qu’elle est
symétrique si elle est égale sa transposée, c’est-a-dire si :

A=A

6.2. Valeurs propres d’une matrice symétrique réelle.

Proposition 7. Toute matrice symétrique réelle d’ordre n admet n valeurs propres distinctes
ou confondues.

Démonstration. Soit M une matrice symétrique réelle. On peut la considérer comme une
matrice a coefficients complexes. Son polynome caractéristique Cp(X) peut étre considéré
comme un polynome a coefficients complexes. Il admet donc n racines complexes distinctes
ou confondues. Soit A une racine de Cy/(X) dans C. C’est donc une valeur propre de M
considérée comme une matrice complexe. Il existe donc un vecteur colonne complexe V' on nul,
tel que

MV = \V.

Notons par M et V les matrices complexes dont les coefficients sont les éléments complexes
conjugués de M et V. On a bien, en prenant le conjugué de I’équation ci-dessus:

MV =\V.
Comme M est une matrice réelle, alors M = M et donc

MV =)V.
Calculons de deux fagons le produit matriciel *V (MV). On a

W(MV) = VMV =t VAV = XVV.
On a aussi
WV(MV)=tVIMYV = (MV)V = A('VV).
Ainsi
NVV = \'VV).
Comme V est non nul, le scalaire *V'V est aussi non nul. On en déduit:
A=A

et la valeur propre A est réelle. D’ou le résultat.
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6.3. Diagonalisation des matrices symétriques réelles.

Théoreme 7. Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable

Démonstration. Ce résultat classique se démontre en général dans le cours d’algebre bilinéaire.
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EXERCICES

Exercice 1.

(1) Soit M; une matrice diagonale d’ordre n. Calculer M} pour tout p € N.
(2) Soit My une matrice diagonalisable d’ordre n. Calculer MY pour tout p € N.

Ezxercice 2. En utilisant la Définition 1.2, peut-on voir si une matrice carrée complexe d’ordre
2 est diagonalisable ou non?

FEzercice 3. Soit P(X) un polynéme unitaire de degré n a coefficients dans K:
P(X) = X"+ an_an_l + - —|—CZ1X + ag.

On considere la matrice suivante

o o0 o0 - 0 —a

1 0 0 - 0 -a
A=10 1 0 - 0 —as

o o o -1 —Qp—1

Montrer que son polynome caractéristique est égal a (—1)"P(X). La matrice A est appelée la
matrice compagnon de P.

On suppose a présent que P(X) admet n racines distinctes {A1,- -+, A\, }. Montrer alors que
A est diagonalisable et déterminer la matrice @ telle que
A0 0 0 0
0 X O 0 0
Q'AQ =1 0 0 X 0 0
o o0 o0 - 0 X

La matrice () est appelee la matrice de Vandermonde.

FEzercice 4. Soit M € M,(R) que 'on suppose diagonalisable. Elle possede n valeurs propres
A1, A2, -+, Ap que P'on suppose telles que [\ > |Ag| > -+ > |\,|. Soit B = {vy, -+ ,v,} une
base de vecteurs propres.
(1) Soit v un vecteur non nul de R™. Montrez qu’il s’écrit de maniére unique v = Z T
i=1
(2) En déduire 'expression de MV puis pour tout k de Vi, = M*V ou V désigne le vecteur
colonne associé¢ a v.

(3) Montrer que l'on a v, = /\]f(;()\—%)vl) En déduire kgrfoo vk et que |\| & HW?}ZWH pour

k assez grand.
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(4) Application. On considere la matrice

On choisit comme vecteur v = (1,2,3). Calculer M*V pour k = 0,1,2,3,4 et 5. En
déduire la valeur de la plus grande propre. Vérifier directement par le calcul des racines
du polynome caractéristique.

Exercice 5. Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = {e;, €5}

de R? est la matrice
-13 9
A= ( 25 17 ) '

L’endomorphisme f est-il diagonalisable. Si oui le diagonaliser. Sinon, lire le chapitre 3.

A:(gg).

avec a +b =1 et ¢+ d = 1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de cette
matrice.

FExercice 6. Soit la matrice réelle

Ezercice 7. Soit f I'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

0 10
-4 4 0
-2 1 2

Calculer le polynome caractéristique de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable sur R 7

Exercice 8. On considere la matrice réelle

Déterminer, suivant les valeurs de a, b, ¢ les valeurs propres et les vecteurs propres de M.

Exercice 9. On considere la matrice réelle

9 00
A=| -5 4 0
-8 0 1

Déterminer toutes les matrices rélles B telles que B? = A.

Ezercice 10. Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

1 10
0 20
-2 1 3

(1) Diagonaliser f.
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(2) Soit v € R3 et soit la suite de vecteurs
vo =v,v1 = f(v), 00 = f(n1), -
Soit F), le sous-espace vectoriel de R3 engendré par ces vecteurs. Montrer que
v3 = avg + bvy + cvy
ou a, b, ¢ sont des nombres réels indépendants de v.
(3) Discuter, suivantt les vecteurs v € R?, le rang de F,.
Exercice 11. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n ayant chacune n valeurs propres
distinctes.

1) Montrer que A et B sont diagonalisables.
q g
2) Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que

AB = BA

est que les matrices A et B admettent les mémes vecteurs propres.



