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EXERCICES

Produit scalaire, produit vectoriel, isométries dans R?

Dans toutes cette feuille, les espaces euclidiens R? et R? sont repérés par leur base orthonor-
mée canonique.

Exercice 1.
(1) Calculer le produit scalaire des vecteurs (2,3, —1) et (5, —4, 2)
2) Déterminer k afin que les vecteurs (1, k, 3) et (2,1,5) soient orthogonaux.

(2)
(3) Soit X = . Calculer sa norme HYH
(4) Soient ? et ? deux vecteurs de R?. On définit la distance d(?, 7) de la facon suivante

d(?,? —||Xz Y.

Calculer cette distance pour ? = (1, ) et 7 =6,—1,-3).

Exercice 2. On considere les deux droites vectorielles Dy et Dy d’équation
Dy:2x—y=0, Dy:2+2y=0.

Quelles sont les équations des bissectrices des angles de ces deux droites.

Exercice 3. 801ent A et B deux points du plan tels que OA = OB = 1 et d’angles polalres

respectifs a = (el,OA) et b = (61,0?). Calculer de deux manidres différentes OA - O
retrouver la formule classique donnant le développement de cos(a — b).

Exercice 4. Montrer que les plans P; et Py d’équations
20+ 3y + 2z =0,
3r—y—32=0

sont perpendiculaires.

Exercice 5. On considere le plan P d’équation

20 + 2y — 2z = 0.
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(1) Déterminer 'angle de P avec 'axe Oz (c’est I'angle d'un vecteur directeur de P avec Oz)

(2) Déterminer 'angle de P avec la droite d’équation = =y = z.

Exercice 6. Soient A = (1,2) et B = (4,1) deux points du plan R% Quelle est 'aire du
triangle AOB?

Exercice 7.

(1) Soient A = (1,5,4) et B = (—2,3,—1) deux points de l'espace euclidien R3. Quelle est
laire du triangle AOB?

(2) Soient A = (1,2,3), B=(4,1,2), C = (2,5,1). Quelle est l'aire du triangle ABC'?

Exercice 8. On considere trois vecteurs ?,7, 7 de R®. Montrer que

XANYAZ)=(X-2)Y - (X-V)Z.

Exercice 9. On considére les points A = (1,1,0), B = (—1,1,0) et C = (1,2, 1).
(1) Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs OA, OB, OC'.
(2) Calculer le volume du tétraedre OABC.

Exercice 10. Montrer que la matrice

=506 )

est orthogonale et calculer son inverse. Si f est une isométrie de R? ayant A comme matrice
relative a la base canonique, caractériser cette isométrie.

Exercice 11. Dans R? euclidien, on consideére la famille B = {77 = (1,0), 3 = (1,1)}.
(1) Montrer que B est une base de R?. Est-elle orthonormée ?
(2) Déterminer la matrice de la rotation d’angle 7 dans la base canonique, puis dans 3.

(3) Reconnaitre 'endomorphisme de R? dont la matrice relative a la base B est

1(4 3
5\-3 4/

(4) Reconnaitre I’endomorphisme de R? dont la matrice relative & la base canonique est
1 (o -2
Ve \l 2 )7

Exercice 12. Soit f une rotation vectorielle de R? dont la matrice dans la base canonique
est A. On considére une autre rotation vectorielle g. Montrer que {g(e7), g(e3)} est une base
orthonormée de R? ({e_1>, e_2>} est la base canonique). Quelle est la matrice de f dans cette

nouvelle base ?



Exercice 13. Parmi les matrices suivantes, lesquelles représentent des isométries de R3 ?
1 -1 2 =2 1 3 —6 -2 1 2 =2

-12 -1 =2, =-1-6 -2 =3, 2 1 -2

3\le 2 1) Tl2 3 —6) \2 2 -3

Exercice 14. Dans l'espace euclidien R? étudier les applications linéaires dont les matrices
dans la base canonique sont

(12 =2\ (=2 -2 1) (3 6 -2\ (010
e 1 =2, (1 —2 —2|,2|-6 —2 =3|, |0 01
S\ 2 1) 3 2 1 —2) T\la2 3 _g 10 0

Exercice 15. Soit le plan P d’équation x —y + 2z = 0.

(1) Déterminer la matrice A relative a la base canonique de la symétrie orthogonale par
rapport a ce plan. (On pourra déterminer la matrice de cette application dans une base
orthonormée choisie puis on en déduira la matrice cherchée).

(2) On considere le plan d’équation 2z + y — z = 0. Déterminer la matrice Ay relative a
la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a ce plan. Que représente la
transformation ayant pour matrice le produit A; A5 ?

Exercice 16. Soit le plan P d’équation x — y + 22 = 0. Déterminer la matrice relative a la
base canonique de la projection orthogonale sur ce plan.

Les corrections suivantes sont partielles et ne servent que d’aide au travail des étudiants et

aux révisions.
1 /1 =2
=7 7)

est orthogonale car AA = % (; _12>\}5 (_12 %) — Id. Alors A= =t 4 — % <_12 ?)

Soit f est une isométrie de R? ayant A comme matrice relative a la base canonique. Comme
cosf) —sind

det A = 1 c’est une rotation. Donc elle est semblable a la matrice B = | . . Or
sinf cosf

Exercice 10. La matrice

la trace de deux matrices semblables est conservée donc Tr(A) = %5 =Tr(B) = 2cosf d'ou

1
cos@—ﬁ

Exercice 11. Dans R? euclidien, on consideére la famille B = {77 = (1,0), 73 = (1,1)}.

(1) det (é }) —1#0donc B={v] = (1,0), 73 = (1,1)} est une base de R2. Elle n’est pas

orthonormée puisque v102 = 1 # 0 donc les vecteurs ne sont pas orthogonaux.
(2) La matrice de la rotation d’angle § dans la base canonique est

V2 V2
— (2 2
)-(5 )

2 2



Ainis dans B la rotation d’angle 7 a pour matrice

-1
e (1 T\ -\ (1 1y (0 —V2) 1 (0 -2
R oy = P Rz,{elm}P(o ) \2 2 )lo1)7\£& va-) 5t 2)

(3) L’endomorphisme de R? dont la matrice relative a la base B est

1/4 3
B_5<4 Q

n’est pas une isométrie puisque la matrice est orthogonale mais dans une base non or-
thonormée. En effet si on se ramene a la base canonique qui elle est orthonormée on a la

matrice .
B — L 1y1/4 3\(11 _ (1 6
0 1)5\-3 4/\0 1 -3 7
et on constate bien que cette matrice est non orthogonale donc n’est pas la matrice d'une

isométrie dans une base orthonormée.

(4) L’endomorphisme de R? dont la matrice relative a la base canonique est

iy

n’est pas une isométrie car la base canonique est orthonormée et la matrice d’une isométrie
dans une base orthonormée est orthogonale mais cette matrice n’est pas orthogonale
puisque 'CC # Id.
Exercice 13. Une matrice M est la matrice d’'un endomorphisme dans une base orthonor-
mée par exemple la base canonique si et seulement si c¢’est une matrice orthogonale, et elle
vérifie ‘MM = Id. Si on a la matrice d’une isométrie dans une base non orthonormée, alors M
n’est pas orthogonale mais det M € {—1,1}. Cependant une matrice M de déterminant 1 ou
—1 n’est pas forcément la matrice d’'une isométrie. Ce que 'on peut résumer ainsi

Soit M € M,,(R)

(1) M est la matrice d’un isométrie dans une base orthonormée < ‘MM = Id
(2) det M ¢ {—1,1} = M n ’est pas la matrice d’une isométrie

(3) Sidet M € {—1,1} on ne peux rien dire.

La matrice
1 -1 2 =2
A==- 2 -1 -2
3l 9 1

vérifie que 'AA = Id donc A est la matrice d'une isométrie dans une base orthonormée.

1 3 -6 —2
B=-]1-6 -2 -3
2 3 6
est la matrice d’'une isométrie dans une base orthonormée car ‘BB = Id
1 2 -2
C=121 =2

2 2 =3



n’est pas la matrice d’'une isométrie car det C' ¢ {—1,1}

Exercice 16. Soit le plan P d’équation x — y + 2z = 0. Déterminer la matrice relative a la
base canonique de la projection orthogonale sur ce plan. On note pp la projection orthogonale
sur le plan P. C’est un endomorphisme de R3 c’est & dire une application inéaire de R? dans
R3. La matrice d'une projection orthogonale de R3 dans une base {vy,vs,v3} adaptée a la
décompostion de P & P+ de R? c’est-a-dire que {vy,v2} est une base de P et que {v3} est une
base de P+ est

100
010

000

En effet si v est un vecteur du plan, pp(v) = v et siv € P L alors p(v) = 0. Comme P et P+
sont en somme directe et supplémentaire dans R? (i.e. P @ P+) la famille contituée d’ une base
de P et d’'une base de P+ est une base de R3.

Cherchons donc une base {vy,v2} de P. On a P = {(z,y,2) € R? tel que v — y + 2z =
0} = {(—y+22,y,2), v,z € R} = {y(1,1,0) + 2(—=2,0,1), y,z € R} Ainsi la famille {v; =
(1,1,0),v9 = (—2,0,1)} est une famille génératrice de P et puisque c¢’est aussi une famille libre
(les deux vecteurs ne sont pas colinéaires) c’est aussi une famille libre de P donc une bases de

P.

Y

0 1 0 111
P+ qui est de dimension 1 donc {vz = (1,—1,2)} est une base de P+.

Alors la matrice B de pp dans la base {v; = (1,1,0), vy = (—2,0,1),v3 = (1,—1,2)} est
1 00

010
0 00

Prenonsvgzvl/\02:<|1 O,—‘l -2

02|> = (1,1,2). ¢’est un vecteur non nul de

La matrice de pp dans la base canonique {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e5 = (0,0,1)} est
alors A = P71BP ol P est la matrice de changement de base de la base {vy, v2,v3} & la base
{e1,e2,e3} . On connait la matrice

1 -2 1
1 0 -1
0 1 2

dont la premiere colonne est constituée des coordonnées du vecteur v; dans la base canonique
(la deuxieme des coordonnées du vecteur vy dans la base canonique et la 3ieme, des coordonnées
du vecteur v3 dans la base canonique). C’est donc la matrice de changement de base de la base
canonique & la base {vy, vy, v3}. C’est donc la matrice P~'. Ainsi

1 5 1 5 1 1
6 6 3 6 6 3
1 -2 1\ /100
A=|1 0 —1ffo1of|-t L oLl 2L
o1 2J\oool| 3 3 3 6 6 3
111 11 1
6 6 3 3 3 3



Remarque.

Si on avait choisi une base orthonormée pour P par exemple {w; = %(1, 1,0),wy =

%(—1,1,1)} alors en prenant wz = w; A wy = %(1,—1,2) la famille By = {wy,ws, w3}

est une base orthonormée de R? et la matrice () de changement de base de la base orthonor-
mée By a la base (orthonormée) canonique est une matrice orthogonale donc Q! = Q. La
matrice de pp dans la base By est aussi la matrice B et

5 1 1
6 6 3
1 =1 1 t/ 1 =1 1
Vi s e (100N (v s v 1 5 1
A:QleQ:LLi 010 Lii: - e -
V2 VB b V2 VB 6 6 6 3
o - 2J\ooo/\o L Z
V3 V6 V3 Ve
1 1 1
3 3 3

Exercice 15. (1) Soit le plan P d’équation z —y+2z = 0. Notons sp la projection orthogonale
par rapport au plan P. C’est unendomorphisme de R3. La matrice A de sp dans la base
canonique est alors obtenue en mettent dans la lére colonne les composante de sp(e;) dans
la base canonique, dans la 2iéme colonne les composante de sp(ey) dans la base canonique
et enfin dans la 3ieme colonne les composante de sp(e3) dans la base canonique. Mais on a
P @ Pt =R La matrice d’'une symétrie orthogonale de R?* dans une base {v;, v2,v3} adaptée
a la décompostion de P @ P+ de R? c’est-a-dire que {v;, v2} est une base de P et que {v3} est
une base de P+ est la matrice

10 0
=01 0
00 -1
En effet si v est un vecteur du plan, sp(v) = v et si v € P L alors sp(v) = —v. Comme P et

PL sont en somme directe et supplémentaire dans R3 (i.e. P & P+) la famille contituée d’ une
base de P et d'une base de P+ est une base de R3.

La matrice de sp dans la base canonique {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} est
alors A= P1BP ou P est la matrice de changement de base de la base {v1,v2,v3} & la base
{617 €9, 63} .

D’apres l'exercice 16, on a

1 5 1 2 1 =2
6 6 3 3 3 3
1 -2 1 10 0
A={1 0 —1|flo1 of L L Lyt 2 2
o1 2)\0o0 1) 3 3 3 3303
1 1 1 -2 2 -1
6 6 3 3 3 3
Remarque.
Si on avait choisi une base orthonormée pour P par exemple {w; = %(1, 1,0),wy =

%(—1,1,1)} alors en prenant ws = w; A wy = %(1,—1,2) la famille By = {wy,ws, w3}

est une base orthonormée de R? et la matrice () de changement de base de la base orthonor-
mée B, a la base (orthonormée) canonique est une matrice orthogonale donc Q! = Q. La



matrice de sp dans la base By est aussi la matrice B et

-1 yas
o VA N R N
A:QBQ:W¢@ 01 0]
0 & )\ o0 -1/\0

Si-s-sl

Sl

W= Wl

—2
3

Wi Wi Wl

(2) On considere maintenant le plan d’équation 2z + y — z = 0. Déterminons la matrice
A, relative a la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a ce plan P, comme
ci-dessus. Pour cela prenons une base de R3 adaptée 4 la décomposition R3
{vy = (1,0,2),v5 = (0,1,1),v6 = (—2,—1,1)} avec {vy,v5} une base (non orthogonale) de Px,

{vs = vy A vz} une base de Py . Alors

10 =2\ /10 O 1 0 -2
A, =10 1 =10 1 O 01 -1
21 1 00 —-1/\2 1 1

—1

3

[\]

ol o c,o"

[\

Wl ol w"

:PQ@PQJ‘Z

La transformation ayant pour matrice le produit AA, dans la base canonique est ’endomor-

phisme sp o sp,.



