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Chapitre 1- CORRECTION DES EXERCICES 6 a 1/
Rappels sur les espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 6. Dans un K-espace vectoriel F d_e) dimension 4 rapporté a une base
{e_f, e e_3>, e_4>} on considére les vecteurs X, X,, X3 de composantes

— — —
X;=1(2,1,4,-3), Xo=(1,-1,—-1,-3), X53=(1,2,5,0).

1. Montrer que ces vecteurs sont linéairement dépendants et donner une
relation par laquelle ils sont liés (= linéairement dépendants).
- = = T
On peut facilement vérifier que X; — X5 = Xj3. Les vecteurs X7, X5 et X3 sont donc
liés. Une combinaison linéaire nulle s’écrit ici
- = = =
X1 —Xo—X3=0.

2. En déduire la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces trois
vecteurs et en donner une base.

— = —
Soit F' = Vectg{X1, X2, X3} l'espace vectoriel engendré par ces trois vecteurs. On a
= —
F= V@CtK{Xl, XQ}

e — =
puisque X3. = X; — X5. Ainsi la famille de vecteurs {X;, X5} est une famille géné-
ratrice de F' mais c’est aussi une famille libre de F' puisque pour tous «, 3 € K on

a
0X, 4+ BXs =0 < (20+B,a—B,4a—B,—3a —38) = (0,0,0,0)
20 4+ =0 20+ =0
- Q@ -5 =0 - 3a=0 @{&—O
4o —B =0 da— B =0 B =0
—3a =38 =0 a+p=0

— =
La famille de vecteurs { X3, Xs} est libre et génératice, c’est donc une base de F. On
en déduit
dim F' = 2.



3. Compléter cette base pour obtenir une base de F.

Comme FE est de dimension 4, toute base de E a 4 éléments. Afin d’obtenir une base
de FE, il faut ajouter 2 vecteurs a la famille {)?1), )7;} de maniere a ce que les 4
vecteurs ainsi obtenus forment une famille libre. On peut toujours le faire en ajoutant
des vecteurs de la famille {e_f, e_g, e_3>, e_4>} (cela permet plus facilement de vérifier que
la famille de 4 vecteurs est une base de E en simplifiant le calcul du déterminant
associé a cette vérification). Prenons {X;, Xo, e_f, e_g} Cette famille est une base de
E si et seulement si la matrice de ces quatre vecteurs, c’est-a-dire la matrice

2 1 10

— 1 —10 1

M = Mat(X1, X3, ¢1, &)z aaa) = 4 —10 0
-3 =3 0 0

vérifie det(M) # 0.
En développant par rapport a la troisiéme colonne puis par rapport a la quatriéme,
on obtient

detM:det( _g :;} ) =-12-3=-15#0.
- —
Ainsi { X3, X, ?1, e_g} est une base de E.
Remarque. Le sous-espace vectoriel H = Vectg{ei,ea} est un espace supplémentaire
de F' (la concaténation d’une base de F' et d’une base de H est une base de E.

Exercice 7. Dans un espace vectoriel complexe E a trois dimensions rapporté a
une base {e_f, € e_?,>}, on donne les vecteurs

X1=€_2>+Z€_3>, X2=€_3>+Z€_1>, X5 = ¢ +ies.

Montrer que ces trois vecteurs forment une base et trouver dans cette base les
composantes du vecteurs ? = e_1> + 6_2> + e_3>.

Considérons la matrice P des vecteurs Z relative & la base {€1, €5, €3} :
BN 0 2 1
P= Mat(Xl,XQ,Xg){a’e—g’e—g} = 1 0 1
10

On a
: 1 i 10 9
det(P):—zdet(i 0>+det<i 1):—2(—z)+1:27é0

= = =
donc {X7, Xo, X3} est une base de E et P est la matrice de passage de la base {e_f, e, e_g}
1

- = —
a la base {X7, Xo, X3}. Le vecteur colonne des composantes de 7 est et si on note

1
1



a
e
b | le vecteur colonne des composantes de 7 dans la base { X7, X, X3}, ce vecteur colonne
c
vérifie I’équation matricielle

1 a
1] =P|b
1 c
Comme P est inversible (son d/’eterminant est diff/’erent de 0, on aura
a 1 -1 -1 1 —1
1 1
1 P\ 1 -1 - )\ T\
d’ou
T\ 1
2 \1
On a donc .
1—1

- - - s - -
?:aXl—i—ng—i—CXg: (X1—|—X2+X3)

Exercice 8. Dans R", les sous-espaces vectoriels Fi,F, et F3 sont dits supplémen-
taires si tout vecteur de R" s’écrit de maniére unique sous la forme

X =X+ X+ X
avec )7: € Fl,)?; € F et )?3 € F;.

1. Soient I} le sous-espace de R?® engendré par le vecteur v = (1,1,0), F;, le
sous-espace de R? engendré par le vecteur s = (1,0,1) et F3 le sous-espace
de R? engendré par le vecteur v_g = (0,2,0). Montrer que ces sous-espaces
sont supplémentaires.

Ces espaces sont supplémentaires si une concaténation des bases de F}, F, et 3 donne

une base de R3. Une base de F} est donné {v;} car c’est une famille génératrice de
. . g

F; et libre puisque v; # 0. On montre de méme que {vs} est une base de Fy et que

{v3} est une base de Fj. Ces trois vecteurs sont ind/’ependants et forment une base
si et seulement si la matrice

M = Ma/t(vlaf02703){€1:€2763} =

O = =
— O
SN O

est inversible, ce qui est équivalent a dire que son détermiant est non nul.

10 0 L
det(M)=det |1 —1 2 :det( ):—2#0
0 1 0 Lo



donc {vy,ve,v3} est une base de R? et Fy, Fy et F3 sont supplémentaires dans R3.

. Soit F, le sous-espace de R® engendré par le vecteur v; = (1,2,1), F5 le
sous-espace de R? engendré par le vecteur vl = (1,1,0) et Fg le souiespace
de R? engendré par le vecteur v} = (0,1,1). Montrer que F;NF; = {0} pour
tout 7,7 =4,5,6, i # j Ces sous-espaces sont-ils supplémentaires ?

On montre comme précédemment qu'une base de Fy est {vj = (1,2,1)}, une base de
F5 est {v2 = (1,1,0)} et une base de Fy est {vg = (0,1,1)}. Soit

M, = Mat(v4, Vs, UG){61762,63} =

— N
[ —
— O

Cette matrice vérifie
1 1 2 1
det(M) = det (0 1) — det (1 1) =1-(2-1)=0.

Ainsi les vecteurs v_4>, v_g, v—g ne sont pas linéairement indépendants. Donc Fjy, F5 et _Z;G
ne sont pas supplémentaires. Pourtant on peut montrer que les espaces FyNF; = { 0 }
puisque (z,y,2) € FyN F5 < (x,y,2) = «(1,2,1) = (1, 1,0) implique que

(x,y,2) = a(1,2,1)

a=0
a—pF5=0
QQ—BB:() @4 =0 _ 3
a=10 (.T,y7Z>—

donc FyN Fy = {ﬁ} On montrer de méme que Fy N Fy = {ﬁ} et F5NFg = {6)}
On peut trouver (z,y,z) € R? qui s’écrit de plusieurs maniére : par exemple comme
(1,2,1) - (1,1,0) = (0,1,1) on a (0,1,1) = (0,0,0) + (0,0,0) + (0,1,1) = (1,2,1) +
(—=1,—1,0) + (0,0,0). On a donc deux écritures différentes pour un vecteur de R3
comme somme d’un vecteur de Fy, d'un vecteur de Fj et d'un vecteur de Fj.
Remarque. On peut aussi trouver ici des vecteurs de R® qui ne se décomposent pas
comme une somme d’un vecteur de Fy, d’un vecteur de F5 et d’un vecteur de Fg, par
exemple le vecteur v = (0,0,1). En effet on remarque tout d’abord que

— — - — —
Vectg{vi, vs} = Vectg{vi, v, v}
puisque v_g = v_4) — v_g Considérons la matrice

M, = Mat(u_ijv_g??){e—)—)} =

€1,€2,€3

— N
O =
—_ o o



On a det(M) =1—2=—1%#0 donc (0,0,1) ¢ Vectg{v;, 15} = Vectp{v;, 0%, 0¢}.
Ainsi v n’est pas une combinaison linéaire de {vj, v, 0} et nappartient pas o Fy +

F5 + Fs = {ug + us + ug; uZEF}—{am + B + v_g, a,B,v € R} (on utilise les

bases des F;).

Exercice 9 On considére I le sous-ensemble de R* défini par
F={(z,y,z,t) ER, 2 +y=0, etz +2 =0}

1. Donner une base de F'.

F ={(z,y,z,t) eRY x+y=0et x+2=0}
={(z,y,2,t) ERY; y=—z et z=—2 =0}

={(z,—x,—x,t) € RY; z,t € R}

={x(1,—-1,-1,0) +£(0,0,0,1) € R*; x,t € R}

= Vectg{v, = (1,—1,—-1,0),v, = (0,0,0,1)}
La famille {v; = (1,—1,—1,0),v3 = (0,0,0,1)} est une famille génératrice de F' de
plus c’est une famille libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc c’est
une base de F et dim ' = 2.

2. Compléter la base trouvée en une base de R*.

Comme R* est de dimension 4, toute base de R* est constituée de 4 vecteurs linéai-
rement indépendants. Il faut donc ajouter 2 vecteurs a la base de F' de sorte que la
famille nouvellement obtenue soit libre. On peut prendre {vy, v9, €1, €2} et vérifier que
c’est bien une base de R* en calculant le déterminant de la matrice

1 010

-1 0 0 1

M == Ma’t(v].? ,027 637 64)82{61,62,63,64} == _1 0 0 0
0100

Puisque
det(M):det< _(1) (1)) =—-1#0

la famille {vy, vy, €3, €4} est une base de R* et la matrice M est la matrice de change-
ment de base de la base canonique a la base {vy, vg, €3, €4}

3. Onpose u; = (1,1,1,1), ug = (1,2,3,4), u3 = (—1,0,—1,0). La famille {uy, us, us}
est-elle libre ?
{uy = (1,1,1,1),us = (1,2,3,4),u3 = (—1,0,—1,0)} est une famille libre si et seule-

ment si (au1+6u2+7u3 =(0,0,0,0) = a=0=8=~v=0)
Posons au;y + fug + yusz = (0,0,0,0). Ceci est équivalent a

(a+B—7v,a+28,a+38—v,a+4p) =(0,0,0,0)



Résolvons le systéme linéaire

at+f—y=0 atpf—y=0

a+28=0 o)ar2=0 gfg
a+38—7=0 28 =0 0
a+48=0 a+48=0 T=

On en déduit que {u; = (1,1,1,1),us = (1,2,3,4),u3 = (—1,0,—1,0)} est une famille
libre.
. On pose G le sous-espace engendré par {ui,us, us}. Quelle sa dimension ?
On a G = Vectg{uy,us,us} donc la famille {u;,us, usz} est une famille génératrice
de GG et puisque d’aprés la question précédente c’est aussi une famille libre, c’est une
base de G et

dim(G) = 3.
. Donner une base de F'NG.
Ona (r,y,2,t) € FNG < (x,y,2,t) = (v, —x,—x,t) = quy + Bug + Yus.
Or (z,—x,—x,t) = auy + Bug + yug avec a, 3,7 € R si et seulement si
(x,—x,—z,t) = (a+ —7v,a+2B8,a+ 38 —v,a+405)

(a+B—y=1z a+4p8 =t a+4p8 =t
a+20=—x a+pf—-—v=2x a+pf—-—v=x
< a+30—v=—-x < 20+ 30 —~v=0 < 20+ 30 —~v=0
| a+4p8 =t 20+ 48 — 2y =0 B—~v=0
(o +4p8 =t a+46 =t r=a«
o) 8= o) b= o ) =3
a=7T o= /y:—a
[ 2a+28=0 a=—p3 b =—«
d’ou

FNG={(z,—x,—x,-32); x € R} = Vectg{(1,-1,—1,-3)}.

Ainsi {(1, -1, —1,—3)} est une famille génératrice de F NG et libre (puisque c’est un
vecteur non nul) et {(1,—1,—1,—3)} est une base de F N G. Donc dim(FNG) =1
et les espaces F' et GG ne sont pas en somme directe.

. En déduire que F + G = R*.

On a dim(F 4 G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =3+2—1=4 donc F + G est
un sous-espace vectoriel de R* et de méme dimension. AinsiF’ + G = R*.

. Est ce qu’un vecteur de R* s’écrit de maniére unique comme somme d’un
élément de F' et un élément de G'?

Non car les espaces F' et G ne sont pas en somme directe puisque F' N G n’est pas
réduit a {(0,0,0,0)}. Par exemple le vecteur (0, 0,0, 3) s’écrit

(0,0,0,3) = (0,0,0,3) — (1,—1,—1,-3) + (1, =1, —1,-3) = (0,0,0,3) + (0,0, 0,0)



Counsidérons les vecteurs de F

w, = (0,0,0,3) — (1,—1,—-1,-3) = (=1,1,1,6), w,=(0,0,0,3)

ainsi que les vecteurs

wy = (1,—1,—1,-3), wy, = (0,0,0,0).

On a

wy +we = (0,0,0,3) = w| + wy

On a donc trouver deux maniéres d’écrire le vecteur (0,0,0,3) comme somme d'un
vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Exercice 10. On considére dans R*

v1=(1,2,0,1) vp = (1,0,2,1), v3 = (2,2,2,2),
wy = (1,2,1,0) wo = (=1,1,1,1), wy = (2,—1,0,1), ws = (2,2,2,2).

1. Montrer que la famille {v;,v2} est libre et que {vy,v9,v3} est liée.

Les vecteurs vy et vy sont linéairement indépendants puisque

avy + Py = (0,0,0,0) & (o + 5,2a,28,a+ B) = (0,0,0,0) & a=0=0

La famille {v;, v9, v3} est liée puisque v + vo = v3

2. Soit F' le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs vy, v, vs.

(a)

Déterminer une base de F'.

On a F = Vectg{vy, va,v3} = Vectg{v1,v2} puisque v; + vg = vs.

La famille {v1,v9} est une famille génératrice de F' et puisque c’est aussi une
famille libre, c¢’est une base de F.

Déterminer un sous-espace supplémentaire de F'.

Un sous-espace vectoriel H est un sous-espace supplémentaire de F' dans R* si
R* = F @& G cest a dire quune concaténation d'une base de F' et d'une base de G
est une base de R* (tout vecteur de R* s’écrit de maniére unique comme somme
d’un vecteur de F' et d'un vecteur de ). Considérons la famille {v;, v9, e1,e5}. La
matrice correspondante est

1 210
2 201
M = Mat(vi,v2, €15 €2)B=(er 280y = | g 9 0 0
1 200
On a det(M) = det ( (1) 3 = —2 # 0. Cette famille est une base de R* et donc

H = Vectg{ey,es} est un espace supplémentaire de F.



3. Montrer que la famille {w; = (1,2,1,0), ws = (—1,1,1,1), w3 = (2,-1,0,1)}
est libre et que {wy, wy, w3, wy = (2,2,2,2)} est liée.
Comme

—
aw1+ﬁw2+’7w3: 0 @(a—54‘2%2a+5_%a‘l'ﬁ»ﬂﬂL’Y):(OaQOaO)

(a—+2y=0 a=—
20+ 3—-7=0 v=—
“Yat+s=0  T)a-p+2=
| B+7=0 204 — =
(o= — 5=0
v=- a=—F=
& 9 =
—B—-p—-26=0 y=-p=0
([ —26+68+5=0 0=0

la famille {wy, wy, ws} est donc libre. La relation
Wy = W1 + Wy + Ws

montre que la famille {wy, wq, w3, wy} est lice

4. Montrer que la famille {vy, v, wy,wy} est libre.

Ici on a 4 vecteurs dans R* donc pour montrer que I'on a une famille libre on peut
calculer le déterminant de la matrice associée, c’est-a-dire de la matrice

111 -1
202 1
M = Mat(vlvUQ’w17w2){61,€2,63,64} = det 0 2 1 1
110 1
C, C3 (4
On a det(M) = det = det 2 11
2 -2 0 3 0 -1 2
0 2 1 1
1 0 -1 2
-2 0 3 14
= det 0 1 4| (La—Ly) =—-2xdet =—-2(2+4) =-12#0
0 —1 2 -2

donc la famille est libre et puisque c’est une famille de 4 vecteurs dans R* c’est une base
de R* et M est la matrice de passage de la base canonique a la base {vy, v, wy, wo}.



5. Soit G le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs w;, ws, w3, Wy.
Déterminer une base de G.

On a

G = Vectg{wy, we, w3, ws} = Vectg{wy, ws, ws}

car d’aprés la question 3) la famille {wy, wq, w3} est libre et la famille {wy, wa, w3, w4}
lite donc wy s’écrit comme combinaison linéaire de la famille {wy, ws, w3} et en enle-
vant ce vecteur on a encore une famille génératrice de G. Donc {wy, we, w3} est base

de G puisque c’est une famille génératrice de G' et que c’est aussi une famille libre.
Ainsi dim(G) = 3.

6. Déterminer F' N (. Les sous-espaces F' et (G sont-ils supplémentaires ? On
sait tout de suite que F' et G ne sont pas supplémentaires car F'4+ G est un sous-espace
de R* de dimension

dim(F 4+ G) = dim(F) + dim(G) —dim(F NG) =5 —dim(F N G) < 4

ce qui implique dim(F N G) > 1. Donc les espaces F' et G ne sont pas en somme
directe et ne sont donc pas supplémentaires.

De plus F'N G ne peut pas étre de dimension 2 car dans ce cas on aurait F NG = F.
Déterminons F'N G

On a
F =Vectg{v; = (1,2,0,1) vy = (1,0,2,1)}

et
G =Vectg{w; = (1,2,1,0) we = (—1,1,1,1), w3 = (2,—1,0,1}.
Soit (z,y, z,t) € FNG. Ceci est équivalent a
(r,y,2,t) = avy + Bve = aw; + bws + cws.

Or av; + By = aw;y + bwy + cws. Ainsi
(a+B—a+b—2c,2a—2a—b+c¢,26 —a—b,a+p—b—c)=(0,0,0,0)

([ o +8 —a +b —2c =0 (o« +8 —a +4+b —2c =0
- 2a —2a —b +c = - —20 —3b +5c =
2/6 —Q —b = 2/8 —Qa —b —_
[ a +8 -b —c = \ a —2b +c =
(o +8 —a +b —2c =0 (o +8 —a +b —2c =0
—20 —-3b +5¢c =0 —20 —3b +5c =0
< —a —4b 5¢c = < —a —4b  bc =
L a =20 +c = L —6b +6c =



b=c

N a=c
f=c
a=c

Ainsi FNG = {(2¢,2¢,2¢,2¢);c € R} = Vectg{w,} et dimF NG = 1.

Exercice 11 Déterminer le noyau et ’image des applications linéaires de R? dans
R™ canoniquement associées aux matrices suivantes :

(1J 01 20 1 2
| @110, (1010 3 4
01 20 5 6
0
1- La matrice
filer)
0 &1
1 9p)
1 €3
0 4

correspond & la matrice d'une application f; : R — R* dans les bases canoniques {e; = 1}
de R et {e; = (1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,,0),e4 = (0,0,0,1)} de R*.

On a Im(f)) = Vectg{fi(e1)} = Vectg{(0,1,1,0)} qui admet pour base {(0,1,1,0)}
puisque c’est une famille génératrice de I'm f; et aussi une famille libre car (0,1,1,0) #
(0,0,0,0). Donc dim(Im f;) = 1. D’aprés le théoréme du rang

dimR = dim(Im f1) + dim(Ker f;)
d’ou dim(Ker f1) =0 et Ker f = {ﬁ}

2- La matrice
fa(er) fa(e2) fa(es) foles)
(0 1 1 0)e

correspond & la matrice d'une application f, : R* — R dans les bases canoniques {e; =
(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)} de R* et {gy =1} de R .

On a Im(fy) = Vectr{fa(e1), fa(e2), fa(es), fa(es)} = Vectr{0,1,1,0} = Vectg{1l} = R.
Donc dim(Im f5) = 1. D’aprés le théoréme du rang

dimR* = dim(Im f,) + dim(Ker f5)

d’ott dim(Ker fo) = 3. On a d’aprés la matrice fo(e1) = 0 = fa(ey) et es,e3 € Ker fy. De
plus fa(es) — fa(es) = 1 — 1 = 0 mais fo est linéaire donc fo(ez) — fa(es) = fa(es — e3)



et e —e3 € Ker fy. On a trois vecteurs linéairement indépendants de Ker f qui est de
dimension 3 : c’est donc une base de cet espace et Ker fo = {e1, 4,69 — €3}.
3- La matrice

f3(€1)f3(€2)f3(€3) f3(€4)
0 1 2 0 &1
1 0 1 0 E9
0 1 2 0 €3

correspond & la matrice d’'une application f5 : R* — R? dans les bases canoniques

{er = (1,0,0,0), 65 = (0,1,0,0), e5 = (0,0,1,0), 5 = (0,0,0,1)} de R? et

{e1 = (1,0,0),e9 = (0,1,0) e3 = (0,0,1)} de R3. On peut constater que f3(es) = (0,0,0)
donc ey € Kerfs. On a aussi fs(e; + 2e5 — e3) = fz(e1) + 2f3(e2) — f3(e3) = (0,0,0) d’ou
e1+2ey—ez € Ker f3 d’ou Vectg{eys, e1 +2es — ez} C Ker f3 et dim Ker f3 > 2 car {ey, €1+
2ey — e3} est une famille libre. On a également que f3(e1) = (0, 1,0), f3(ea) = (1,0,1) € Im f3
d’ou Vectr{(0,1,0),(1,0,1)} C I'm f3 et dim I'm f3 > 2 car {(0,1,0), (1,0, 1)} est une famille
libre. Mais d’apres le théoréme du rang,

dimR* = 4 = dim Ker f5 + dim I'm fs

et d’aprés ce qui préceéde dim I'm f3 = 2 = dim Ker f3. Ainsi Vectr{es, e1+2e5—e3} = Ker f3
et Vectg{(0,1,0),(1,0,1) = Im f3.

4- La matrice

fa(er) fa(er)
1 2 €1
3 4 €9
5 6 £3

correspond & la matrice d'une application f3 : R? — R? dans les bases canoniques {e¢; =
(1,0),eo = (0,1)} de R? et {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) 3 = (0,0,1)} de R3.

Comme Im f, = Vectg{fi(e1) = (1,3,5), fa(e2) = (2,4,6)} et que ces deux vecteurs
forment une base de I'm f; puisque c’est une famille génératrice et libre, dim Im f; = 2.
D’aprés le théoréme du rang

dim R? = dim(Im f;) + dim(Ker fy)

donc dim(Ker fy) =0 et Ker fy = {ﬁ}
Exercice 12

On considére ’application f de R? dans R* définie par

flz,y,2)=(x+z,y—x,z+y,z+y+22).



1.

Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique {ej, ey, e3} de
R3. En déduire une base de Im f.

On a f(el) :f(la 070) = (17 —1,0, 1)7 f(62> :f(07 170) = (07 L1, 1)7 f(e?)) :f(0,0, 1) =
(1,0,1,2) d’ou

Imf = Vectg{(1,—1,0,1),(0,1,1,1),(1,0,1,2)} = Vectz{(1,—1,0,1),(0,1,1,1)}

car (1,0,1,2) = (1,—1,0,1) + (0,1, 1,1).
La famille de vecteurs {(1,—1,0,1),(0,1,1,1)} est génératrice de Imf de plus elle est

libre car ce sont deux vecteurs non colinéaires et on a donc une base de Imf. Ainsi
dimImf = 2.

. Déterminer une base de Ker f.

D’apres le théoréeme du rang
dim R?® = dim Kerf + dim Imf

dondim Kerf =3—-2=1. Or f(e;) + f(e —2) — f(e3) = (0,0,0,0) d’ou, puisque f
est linéaire,

f(61 + €y — 63) = (0, 0, 0, 0

et ey + ey —e3 € Kerf. Comme e; + e5 — e3 est un vecteur non nul dans un espace
vectoriel de dimension 1, c’est une base de cet espace et Ker f = Vectg{e; +e3—e3}.

f est-elle injective ? surjective ?

L’application linéaire f n’est pas injective puisque Ker f # {ﬁ} et elle n’est pas
non plus surjective puisque Im f C R* avec dim Im f = 2 < dim(R?) = 4 donc
Im f # R

Exercice 13 On considére ’endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base

canonique
1 1 1
A=1-1 2 =2
0 3 —1
Donner une base de Ker f et Im f.
x 0 1 1 1 x 0
(x,y,z) e Kerf & Aly| =0 |-1 2 -2 yl =10
z 0 0 3 -1 z 0
r +y +z =0 r +y +z = 2 =3y
S - F2y -2z =0 & Jy —z =0 <:>{ _ 4
y —z =0 Jy —z = . Y



Dou Kerf = {(—4y,y,3y);y € R} = Vectg{(—4,1,3)} et dim Kerf =1 car le vecteur
(—4,1,3) est une base de Kerf. D’aprés le théoréme du rang

dim Imf = dimR?® — dim Kerf =3 — 1 =2

et comme Imf = Vectg{f(e1) = (1,—1,0), f(e2) = (1,2,3), f(e3) = (1,—2,—1)} est de
dimension 2,

Imf == Vectg{(1,-1,0,(1,2,3)}

puisque {(1,—1,0,(1,2,3)} sont deux vecteurs non colinéaires. Ainsi {(1,—1,0, (1,2,3)} est
une base de 'image de f.

Exercice 14. Soit u I’application linéaire de R® dans R? dont la matrice dans leur
base canonique respective est
1 1 1
A= (—1 2 —2)

On appelle {e;, ey, e3} et {fi, f>} les bases canoniques de R? et de R%. On pose

1 1
el =extes, ey =e3+ep, €5 =€ +e, et f :§(f1+f2)7 fézi(fl—fﬁ-

1. Montrer que {¢], e}, €4} est une base de R?® et {f], f;} est une base de R

On calcule le déterminant de la matrice des coordonnées de {e}, €5, €4} dans la base
canonique {eq, ey, €4} c’est & dire de la matrice

M=

= )
[ s R
O =

.On a
det(M)=—-1x(=1)+1x1=2+#0

donc {€}, ¢y, €4} est une base de R? et M est la matrice de passage de la base canonique
de R3 a la base {e}, ¢y, €4 }.

On fait de méme avec {f7, f3} : la matrice des coordonnées de {f}, f4} dans la base
canonique de R? c’est a dire la matrice

N = Gﬁ —11//22> =1/2 G —11)

det(N) = (1/2)*(=1—1) = —-1/2 #0

donc {f, f4} est une base de R? et N est la matrice de changement de base de la base
canonique de R? & la base {f], f2}.

.On a



2. Donner la matrice de v dans les nouvelles bases.

On a la formule de changement de base d'une application linéaire

—1
A =My ey ifip =@ AP

oll  est la matrice de passage de la base canonique de R? & la base {f{, f2} et P est

la matrice de passage de la base canonique de R? a la base {e}, €}, ¢5}. Donc

L1 1y oy (0L o 3 -1\ (Y 11
A=l )2 2| PV = o)t 0
110 110

d’ont

Remarque : On peut aussi vérifier que

u(e)) = (2,0) = 2] + 25, u(ey) = (2, =3) = — fi + 55, ules) = (2,1) = 3f] + f;

Exercice 15.0n considére ’endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base

canonique est
1 1 -1
M=1-3 -3 3
-2 =2 2

Donner une base de Ker f et Im f. En déduire que M™ = 0 pour tout n > 2.
Déterminons le noyau de f :

x 0 r+y—2=0
(x,y,z) e Kerfe M|yl =10 —32-3y+32=0 ©ao+y+2=0
z 0 —2r—2y+22=0

Donc

Kerf ={(z,y,—x —vy); =,y € R} ={x(1,0,-1) + y(0,1,-1); =,y € R}.

Puisque {(1,0,—1),(0,1,—1)} est une famille génératrice de Kerf et que c’est aussi une
famille libre puisque ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, la famille {(1,0, —1), (0,1,—1)}

est une base de Kerf et dim Kerf = 2.
D’aprés le théoréme du rang

dim(Imf) = dimR® — dim(Kerf) =3 -2 =1



donc tout vecteur non nul qui n’est pas dans le noyau est un base de Imf. On a f(e;) =
(1,-3,-2) # T donc {(1,—=3,—2)} est une base de Imf.

Montrons que M? est la matrice de I’endomorphisme. Comme c’est la matrice de f2, il
suffit de montrer que f? est nul ce qui est équivalent a montrer que f?(e;) = 0. Or on a

fz(el) = f(la _3a _2) = (Oa070)> f2(€2) = f(lv -3, _2) = (0,0,0); f2(€3) = f(_(17 _37 _2)) = _f(17 -

donc f? = 0 (fonction nulle). Donc pour tout n > 2, f™ est la fonction nulle et a pour matrice
associée M™ = Os.

On peut aussi calculer que M? = O3 et donc pour tout n > 2, M™ = M? x M2 =
O3 X M2 = Os.



