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2 L2PC Chapitre 2. Séries entieres

1. GENERALITES SUR LES SERIES ENTIERES

Nous avons étudié au chapitre précédent les séries numériques qui sont des suites de sommes
partielles. Sile terme général de la série numérique dépend d’un parametre, ou d’une variable,
la somme de la série, lorsqu’elle existe, est une fonction de ce parametre. On obtient ce que I'on
appelle une série de fonctions. Parmi les plus intéressantes de ces séries de fonctions, citons les
séries de Fourier

Z ay, cos (nt) + by, sin (nt)
n>0
que nous étudierons dans un des chapitres suivants, et les séries entieres, objet de ce chapitre.
Elles s’écrivent
Z an,x”.

n>0
Pour une valeur de la variable x fixée, la série est une série numérique, et on s’intéresse alors
a la convergence de cette série et éventuellement au calcul de la somme. Un probleme se pose
alors concernant la détermination des valeurs de la variables x pour lesquelles la série converge.

2"

n>0
de premier terme 1 et de raison x se présente comme une série entiere. Nous savons que pour
| # |< 1 cette série converge et a pour somme

Exemple. La série géométrique

S(z) = —

S 1-a
Si |z |> 1, la série diverge. On dira que R = 1 est le rayon de convergence de la série.

1.1. Définition. Dans ce qui suit, la variable x est réelle ou complexe.

Définition 1. Une série entiere de variable réelle ou complexe x, est une série de terme
général

T,
ot n est un entier naturel, et (a,), oy est une suite de nombres réels ou complexes.

Exemples.
x" . . 1
1. E — est une série entlere avec a, = —.
n! n!
n>0
%P Ay = Qop = z si n est pair et
2. E — = E a,x" avec " Pl
p>0 p: n>0 ap, = agpyq1 = 0 sl n est impair .

apx™ ( si a, n’est défini que
+00
pour n > ng) pour parler d’'une série entiere, tandis que ’on écrira E a,x" pour son éventuelle

L’usage aussi veut que 'on adopte la notation »_ a,z™ ou anno

n=ng
somme, en cas de convergence, pour un x donné.
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1.2. Domaine de convergence. Pour chaque série entiere ) ., a,2™ le probleme est de
9 . N s . . ., - n
trouver I'ensemble des points zo ot la série numérique associée ) - a,zj converge.

Définition 2. Soit > . a,2™ une série entiére (a,,x € K = R ou C). L’ensemble des
xr € K tel que ), ~,a,x™ converge est appelé le domaine de convergence de la série entiére.

Notons que le domaine de convergence n’est jamais vide, il contient toujours la valeur 0. Le
lemme fondamental suivant, appelé le Lemme d’Abel, donne une information importante sur
la nature géométrique du domaine convergence.

Lemme 1. Soit ) ., a,2™ une série entiére avec a, € K =R ou C. Soit xy # 0 € K tel que
la suite (a,xF)nen soit bornée. Alors pour tout v € K tel que | x |<| ¢ | la série numérique
Y nso | anx™ | converge, et tout x € K tel que | x |<| zo | est dans le domaine de convergence
(et il y a convergence absolue).

Démonstration. Comme la suite (a,z{)nen est bornée, il existe M tel que | a,xf |< M pour
tout n € N. Soit x tel que | z |<| zg | c’est a dire | = [< 1. On a alors

x x
0 <| apz” |=| apzg || — "< M | — |
Zo T
Comme | — |< 1, la série E M | — |" converge donc par comparaison la série numérique
i Zo
> | apx™ | converge.
1.3. Rayon de convergence d’une série entiere. Le probleme de déterminer 1’ensemble

des x € K =R ou C pour lesquels la série entiere > a,2™ converge se résoud par simple usage
de criteres de comparaison et du lemme d’Abel. On en déduit

Théoréme 1.
Cas complexe. Soit > a,z" une série entiére de variable complexe z. Il existe un disque
de rayon R tel que
(1) Pour tout z € C tel que | z |[< R, la série Y a,z™ converge (on a méme convergence
absolue).
(2) Pour tout z € C tel que | z |> R, la série Y a,z" diverge.
Le disque D ={z € C, | z |< R} est appelé le disque de convergence.
Cas réel. Soit Y a,x" une série entiére de variable réelle x. Il existe segment (—R, R) tel
que
(1) Pour tout x € R tel que | x |< R, la série Y a,a™ converge (on a méme convergence
absolue).
(2) Pour tout x € R tel que | x |> R, la série > a " diverge.
Le segment D = {x € R, | x |< R} est appelé le segment de convergence

Ce nombre R € [0, +oo[U {400} est appelé rayon de convergence de la série entiére.
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On déduit de ce théoreme, qu’il suffit de connaitre le rayon de convergence R de la série entiere
pour connaitre " presque toutes” les valeurs de z ou x pour lesquelles la série converge. Notons
que le théoréme ne dit rien pour les valeurs | z |= R dans le cas complexe ou bien
x = =R dans le cas réel. Une étude spécifique des séries numériques correspondant a chacune
de ces valeurs s’impose donc.

A 1 1. .
Exemple. Les séries entieres E — 2", E — 2" et E 2™ ont pour rayon de convergence
n n
. . . 1
1 (on le calculera dans le paragraphe suivant), la série entiere E — 2" converge absolument
n

en tout point de module 1 alors qu’on a convergence absolue de Z — z" en aucun point de
n

module 1 mais convergence (simple) en tout point autre que 1 et la série entiere Zz” ne
converge en aucun point de module 1.

Lorsque le rayon est infini, le domaine de convergence est soit le plan complexe en entier dans
le cas complexe, soit la droite réelle dans le cas réel.

2. CALCUL DU RAYON DE CONVERGENCE

2.1. Regle de d’Alembert. Soit ) a,z™ une série entiere de variable complexe ou réelle x.
Supposons que les coefficients a,, soient non nuls. La regle de d’Alembert est la suivante: si

Ap+1
Qnp,

lim =L
n—-+o0o

(cette limite étant éventuellement infinie), alors le rayon de convergence est
R=1/L.

Lorsque L = +00, alors R = 0 et la série ne converge que pour x = 0. Si L = 0, alors R = 400
et la série converge pour toutes les valeurs de x.

Exemple. Considérons la série entiere réelle E — . Alors a, = —. On a donc
n n

n>0
An41 n2
an | (n+1)2
et donc ,
Im |24 = i — =1,
n—+oo | Gy, n—+oo (n -+ 1)2
On en déduit
R=1/L=1.

Ainsi la série E — converge pour —1 < z < 1 et diverge pour > 1 et < —1. Il reste a
n
n>0

. . . . 1 . .
étudier les cas v = 1 et x = —1. Si z = 1, la série s’écrit E — - C’est une série numérique

n>0
a termes positifs de Riemann. D’apres les rsultats du chapitre 1, cette série converge. Si
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, , —1)" 1
r = —1, la série s’écrit E 2) . C’est une série numérique alternée. Comme la suite —
n

n>0

est décroissante, le critere des séries alternées montre que cette série converge. Ainsi la série
n

T

g — converge pour —1 <x <1 etdiverge pour z > 1l et z < —1.
n

n>0

2.2. Regle de Cauchy. Soit »_ a,z™ une série entiere de variable complexe ou réelle z. Sup-
posons que les coefficients a,, soient différents de 0. La regle de Cauchy est la suivante : si

lim /| a,|=1L
n—-+0o

(cette limite étant éventuellement infinie), alors le rayon de convergence est
R=1/L.

Lorsque L = 400, alors R = 0 et la série ne converge que pour x = 0. Si L = 0, alors R = 400
et la série converge pour toutes les valeurs de .

Exemples. 1. Considérons la série entiere réelle Z . Alors a,, = 1/n". On a donc
n>0

et donc
li V1 ay, lim — =0.
i o=
On en déduit
=1/L = +o0.

Ainsi la série ) ~ converge pour tout € R.

n>0
2. Considérons la série entiere réelle ) _,3"z". On a a,, = 3" et {/| a, | = 3. Le rayon de

1 - 11
convergence est R = 3 Ainsi pour tout = €] — 3 §[ la série ) -, 3"z" converge et pour tout
X G] — 00, _%

qu’en ces points la série diverge.

[U[3, +oo| la série ) ., 3"2" diverge. Une étude en z = 3 et x = —3 montre

2.3. Autres méthodes pour calculer le rayon de convergence. Parfois aucune des deux
regles précédentes ne donne un résultat concret ou ne peut étre utilisé. On peut alors utiliser
le lemme d’Abel. En effet, si on trouve une valeur z telle que > a,xj converge, alors pour
tout = tel que | z |<| xq | la série D a,z™ converge et R >| xq |. Si pour une valeur z; de x la
série numérique Y a 2} diverge, alors pour tout z tel que | x |>] z; | la série Y a,z™ diverge
et R <| x; |. Ceci permet parfois de déterminer le rayon de convergence lorsqu’on ne peut pas
utiliser les regles de Cauchy et de d’Alembert.

Si les coefficients a,, ne sont pas tous différents de 0 a partir d’'un certain rang, alors aucune
des deux regles ne s’appliquent. Il faut parfois faire un changement de variables pour récupérer
une série entiere pour laquelle une des regles s’applique.
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Exemple. Considérons la série entiere réelle E 3"z?". Pour cette série, tous les coefficients
n>0

d’indice impair sont nuls. On ne peut appliquer la regle de d’Alembert car les quotients
QA2n—1
ne sont pas définis, ni la regle de Cauchy car la suite /a, n’a pas de limite. Posons

t = a2
La série devient ZB”IS”. La regle de d’Alembert, qui s’applique pour cette nouvelle série,
n>0

donne a
. +1
lim /4= =13

n—-+oo ap,

1
et donc cette série entiere en la variable ¢ a pour rayon de convergence R; = 3 On en déduit

1 1
que Z 3"x*" converge lorsque 22 < 3 et diverge lorsque 2% > 3 Ainsi le rayon de convergence
n>0

de la série donnée est
o L
V3

3. OPERATIONS SUR LES SERIES ENTIERES

3.1. Somme de deux séries entiéres. Soient ) a,z" et > b,z" deux séries entieres. On
appelle somme de ces deux séries, la série entiere

Z(an + by)x".

n
Si Ry et Ry sont les rayons de convergence de ces séries , alors le rayon de convergence R de la
série somme vérifie
(1) R = inf(Rl, Rg) si R1 7é RQ,
(2) RZRl SlRlzRQ

ou inf(R;, Ry) désigne le plus petit des deux nombres R; et Rs.

\" 1
Exemple. Considérons les séries entieres Z -] 2" et Z —2z". Le rayon de convergence
4 n!
n>0 n>0
de la premiere est R; = 4. En effet

. S0\ . I
e V\1) ~ a5t 1 T Ry
Le rayon de convergence de la deuxieme est Ry = +00. En effet, d’apres la regle de d’Alembert,
! 1 1
- i 0=—.
Ry

lim — = lim =
n—too (n+ 1)1 notoon + 1

26+

n>0

La série somme est la série entiere
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Son rayon de convergence est R = 4.

1\" 1\"
Remarquons que la série entiere Z [(Z) — <Z> } 2" est de rayon R = +o0 alors que les
n>0

\" 1\"
séries entieres Z (Z) " et Z — (Z) " sont de rayon Ry = Ry = 4.

n>0 n>0

3.2. Multiplication par un scalaire d’une série entiere. Soient E a,x" une série entiere

n
de rayon de convergence R et A € K* un scalaire non nul. Le produit de cette série par A est
la série entiere
Z Aa, ",
n

Son rayon de convergence est égal a R.

3.3. Produit de deux séries entieres. Soient E a,x" et E b,x" deux séries entieres de

n n
rayon de convergence respectivement R; et Ry. On appelle produit de ces deux séries, la série

entiere
Z "
n
avec
Cp = aobn + albn_l + -+ an—lbl + anbo.

Dans ce cas, le rayon de convergence R de la série produit vérifie

R 2 inf(Rl, RQ)

3.4. Série entiere dérivée.

Définition 3. Soit g a,x" une série entiere de rayon de convergence R. On appelle série
n>0
dérivée, la série entiére

E na,z" .

Proposition 1. Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R. Alors le rayon
n>0
de convergence de la série dérivée est égal a R.

Démonstration. Montrons que la série entiere g na,x™ ' a pour rayon de convergence R. Par
n>1
hypothese, la série g a,x" a pour rayon de convergence R. Supposons que cet rayon ait été
n>0
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trouvé par la formule de d’Alembert. On a

R = lim | &
n—-+oo an,

Le terme général de la série dérivée est
by = (n+ Dagyy.
Calculons son rayon

=R!

huir |y (142 s |

y
m | n=rtoo (n+ 1) | anat |

n—-+00 bn

et R est aussi le rayon de convergence de la série dérivée.

4. FONCTION DEFINIE COMME SOMME D’UNE SERIE ENTIERE REELLE
Dans ce paragraphe on se propose d’étudier les fonctions définies comme somme d’une série

entiere, le domaine de définition, les propriétés de dérivabilité, d’intégrabilité.

4.1. Domaine de définition. Soit E apx" une série entiere réelle de rayon de convergence
n>0

f(z) = Z a,x"

n>0

R. Sa somme

est donc une fonction de la variable . Son domaine de définition est

e | — R, R si les séries numériques Z a, R" et Z an,(—R)" divergent,

n>0 n>0
e [—R, R[ si la série numérique Z a, R" diverge et Z a,(—R)" converge,
n>0 n>0
e | — R, R] si la série numérique Z a, R" converge et Z an(—R)" diverge,
n>0 n>0
e [—R, R] si les séries numériques Z a, R" et Z a,(—R)" convergent.
n>0 n>0

Lorsque les bornes ne seront pas précisées, on notera (—R, R) ce domaine de convergence.

4.2. Dérivabilité.

Théoreme 2. Soit f(z) = E a,x" la somme d’une série entiere de rayon de convergentce

n>0
R. Alors la fonction f est dérivable sur | — R, R[ et

f(z) = Znanx”’l = Z(n + 1)ap 12",
n>1 n>0

et le rayon de convergence de la série entiére Y -, na,x" ' est égal a R.
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Démonstration. Nous savons que la série entiere dérivée » - na,z™ ! a pour rayon de con-
vergence R. Pour tout z €] — R, R[ on a

flx+h)—f(z) ano (T + h)" — ano anx”‘

h h
—1
Or (z+h)" — 2" =nha" ' + %h%"Z + o4+ nh" x4+ h". Ainsi
n h)" — n " — —1 - — -
an( + ])l n® :nx”1+—n(n2 )hx"2+~'-+nh” 2+ W

On en déduit

. flz+ h 1

1 .

n>1

Ainsi f est dérivable sur | — R, R[ et a pour dérivée la somme de la série dérivée.

Plus généralement on a

Théoréme 3. La fonction f(x) = Z anx" définie sur | — R, R| est infiniment dérivable sur
n>0
| = R, R| et la dérivée d’ordre p est donnée par

f(P)(:L‘) = Z(n +1)(n+2) - (n+p)ap 2",

cette série ayant aussi un rayon de convergence égal a R.

Démonstration. La démonstration est assez analogue a la précédente.

4.3. Intégrabilité.

Soit f(z Z a,x" définie sur |— R, R[ ou R est le rayon de convergence de la série Z apx"
n>0 n>0
Nous avons vu que dans le domaine | — R, R] cette fonction est indéfiniment de fois dérivable.
Elle est donc en particulier continue et admet une primitive.

Théoréme 4. Soit f(x) = Zanx" définie sur | — R, R[. Si on note F une primitive de f
n>0
sur | — R, R] on a, pour xi, s 6]

F( :1:1 / f(u du—Zan/

n>0

En particulier, si F' est la primitive s’annulant en 0, alors on a

x I+1
= d = n
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Ainsi F' est somme de la série entiere obtenue en intégrant chacun des termes de la série
+1
xn

1 a aussi pour rayon de convergence R

g ap,x”. Notons que cette série intégrée, g n,
n—+

n>0 n>0

car sa série dérivée est E a,x" a pour rayon R.

n>0

5. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE D’UNE FONCTION

Dans le paragraphe précédent nous avons étudié les propriétés de la somme d’une série entiere.
Dans celui-ci, nous allons regarder les conditions pour qu'une fonction donnée soit la somme
d’une série entiere qu’il faudra déterminer.

5.1. Série de Taylor. Soit f(x) une fonction d’'une variable rélle indéfiniment de fois
dérivable. Cette hypothese est justifiée par les résultats du paragraphe précédent. Une telle
fonction sera dite de classe C*.

Définition 4. Soit f : R — R une fonction de classe C*. On appelle série de Taylor de f

la série entiére "0
n!

n>0

Exemples.

e Soit f(x) = e”. Cette fonction est de classe C* et 'on a fP(x) = e”. On en déduit la
série de Taylor de e”:
1
E —a".
n!

n>0
Le rayon de convergence de cette série entiere est R = 4-00.

e Soit f(z) = T Cette fonction est définie pour = # 1 et dans son domaine de
-
définition, f est de classe C*°. Comme fP(0) = 1 pour tout p > 1, la série de Taylor de

f est
Z x".

n>0
Son rayon de convergence est R = 1

5.2. Fonctions développables en série entiere.

Définition 5. Soit f une fonction d’une variable réelle de classe C*°. On dit que f est
développable en série enticre si f est égale a la somme de sa série de Taylor dans le domaine

de convergence de cette série:
/")
fla)=2 =

n>0
pour tout x €] — R, R[ ot R est le rayon de convergence de la série de Taylor.

Exemples.
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e Soit f(z) = e”. Cette fonction est de classe C* et développable en série entiere:

n>0

1
pour tout z € R. En effet soit S(z) la somme de la série E —". On sait que S(x)
n!
n>0

. . : . . . 1
est dérivable et sa dérivée est la somme de la série dérivée qui est aussi g —'x". On
n!

n>0
en déduit que S’'(z) = S(z). Comme S(0) = 1, la fonction S(z) est égale a e”.

e Soit f(x) = T Cette fonction est définie pour z # 1 et dans son domaine de
-
définition, f est de classe C*°. Comme f®)(0) = 1, sa série de Taylor est Za:” De

n>0

plus
1 — xp+1

ZI 1-

Ainsi

p +1
no_1 T R |
2" = lim 2" = lim =
p—r+oo p—too 1 —x 1—=x
n>0 n=0

1
est la somme de la série entiere E —|$". Ainsi f est
n!
n>0

1
des que x €] — 1,1 et
11—z

développable en série entiere et I'on a

pour tout = €] — 1, 1[. Notons que f est définie pour tout z # 1, mais le développement
n’est valable que pour x €] — 1, 1].

e La fonction f(z) = . est définie sur R — {1} et développable en série entiere au
-z
voisinage de 0 avec

= Zx” pour z €] —1,1].

n>0

1
Alors f'(x) = m qui est aussi définie sur R — 1 et développable en série entiere

au voisinage de 0 avec
= an”’l = Z(n + 1)z" pour |z |< 1.
n>1 n>0

e Soit la fonction f(x) = In(1 + x). Pour chercher son dénveloppement en série entiere,
il est préférable, dans ce cas, de chercher celui de sa dérivée. On a (In(1 + x))" =

1 1 1
. Or = = Z(—x)" = Z(—l)"m" pour —1 < —z < 1 donc

11—z 142z 1—(—x) — —
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du = [In(l1 +u)]§ = In(1 +2) —Inl = In(1 + x) et

Tl
pour | z |< 1. D’ofl/
o 1

+u
© —1)ngn 4 1
/ du = Z()—x+ pour | z |< 1. On en déduit
0 1 +u >0 n/+’1
n n+1 n+1 "
ln(l—l—x)zz 1 —Z pour |z |< 1.
n>0 n+ n>1

5.3. Tableau des développements en séries entieres usuels. Ces développements sont
donnés ici avec indication du rayon de convergence.

+oo  p
(1) Vz € C, 6222%.
n=0

+00 2n

(2) Vz € R, cosz = Z(—l)" (;n)'

n=0

—+00
x2n+1

(3) Vz € R, sinx = Z(—l)" s

n=0

+oo 2n

(4) Vx e R, ch z = Z (;n)|

n=0

“+o00
x2n+1

(5) Vz € R, shx:Z—.
—~ (2n+1)!

(6) Va €] — = Zx
+00 "
(7) Vo €] —1,1], In(1 4 z) = Z<—1)n+1;.
+oo p2nt+l 1)n

(8) Vx € [—1,1], Arctan x = Z(—l)" , et en particulier, T = 4 Z

n=0

2n+1" 2n+1°

a(a—l)...(a—n—l—l)xn
n! '

+oo
9 Vre]—1L1[ Va ¢ N, (1+2)* =1 + >

n=1

—1) —n+1 =
(10) Yz € R, Vo € N, (1 + 2)° _1+Z (a (a=ntl) n_ (O‘)x”

—+00
x2n+1

(11) Vo €] = 1, 1], Argth o = ) :
—~ 2n+1
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5.4. Application. Recherche de solutions d’équations différentielles. Prenons par
exemple une équation différentielle ( ED en abrégé) du second ordre linéaire
a(z)y” + b(z)y" + c(z)y = d(z)

Si a,b, c sont des constantes, on a une ED linéraire a coefficients constants. On sait, dans ce
cas, trouver toutes les solutions (voir le cours sur les ED).

Sia(x),b(x) et c(x) sont des fonctions non constantes, on n’a pas de regle générale d’intégration.
Une fagon de procéder et de chercher s’il existe des solutions y(x) qui s’écrivent sous la forme

+oo
y(x) - Z anxn7
n=0

c’est a dire qui sont développables en série entiere. Les conditions données sur la fonction par
I’ED se traduisent par des relations de récurrence sur les coefficients a,,, que I'on doit résoudre.
Puis on cherche le rayon de convergence R de la série trouvée > a,z". Ainsi sur | — R, R],

+oo
flz) = Z anx"
n=0
est solution de ’'ED. Si R = 0, il n’y pas de solution de I'ED dveloppable en série entiere.

Exemple. Soit 'ED linéraire d’ordre 2

ry"(z) +y'(x) + zy(z) = 0.
+o00
On pose y(z) = Z a,x". On a alors

n=0
ylx)=ay+amzr+ -+ ax" +---
Y (z) =a1+2ax + -+ (n+ Daypz™ + - -
y'(z) = 2a3 + 6azx + - -+ (n+ 2)(n + 1)a, 2™ + - -
On remplace dans ED
ry(r) =0+ apr + a12® + -+ ap_12" + - - -
Y (z) =a;+2ax+ -+ (n+ Dayp2" + - - -
zy"(x) = 0+ 2a9z + 6azz® + -+ - + (n + )na, 2™ + - - -

Ainsi en additionnant termes a termes on obtient sachant que zy” + ' + xy = 0:
0= ay + (4as + ag)x + (ay + 9azx®) + - + (ap_1 + (n + Dayyy +n(n+ VDapq) 2™ + - -

On en déduit
a; = 0
4@2 +ag = 0

an1 + (n+1)%a, =0
d’ou

a1:a3:...:a2p+1:..,20
asp + (2p + 2)%azy+0 = 0 pour tout p > 0



14 L2PC Chapitre 2. Séries entieres

A2p+1 = Oa
gy = —(2p + 2)agp12 = —2%(p 4 1)%agp2,
pour tout p > 0. Ainsi on obtient, par un raisonnement par récurrence

A2p+1 = 0,
1 (_1)p+1
a = — Ao, = a
P24 eH [+ )P

pour tout p > 0. Donc

=Dr
y(w) =D o ftor™
= 4 (0!)
est solution de I'ED sur | — R, R[ ou R est le rayon de convergence de la série entiere. (si R =0
cela signifiera qu’il n’existe pas de solution a I'ED développable en série entiere). Déterminons

R. On a
(_1)[) 2p (_l)p P __ 14
E 4p<p!)2a0x = E 4p(p!)2a0X = 5 b, XP.

p=>0 p=>0 p=>0

Le rayon de convergence de la série entiere g b, X" se calcule en utilisant, par exemple, le
p=>0

1
critere de d’Alembert puisque b, # 0 . Comme | b, |= TIPIE | ag |, on a

(p!)
bn+1 1

| b, |= Jim Apr1e

Donc le rayon de convergence de la série entiere en la variable X est R; = 400 et la série

(-1
2

p>0

converge pour 22 € R donc pour € R. Le rayon de convergence R est donc 4+00. Ainsi pour

tout z € R la fonction (1)
- 2
p=>0

est solution de I'ED donnée.



