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L2 Physique-Chimie
Mathématiques: SERIES ET INTEGRALES

Chapitre /

Séries de Fourier

Dans le chapitre précédent nous avons vu un exemple particulier de séries de fonctions: les

séries entieres

Z folz) = Z a,z".

n>0 n>0
Quand le rayon de convergence d'une série entiere était non nul, la somme de cette série entiere
était une fonction indéfiniment dérivable. On avait aussi regardé a quelles conditions une
fonction indéfiniment dérivable était développable en série entiere c¢’est a dire limite d’une suite
de fonctions fy(x) = Zflv:o a,z"™. On a aussi vu que le candidat naturel pour son développement
en série entiere avait pour coefficients a, = f"n_('O)‘ Dans ce chapitre, nous allons voir un autre
exemple particulier de séries de fonctions: les séries de Fourier. Nous allons voir quelles sont
les propriétés de la somme d’une série de Fourier, et a quelles conditions une fonction peut
s’écrire comme somme d’une série de Fourier. La suite (fy)yen sera une suite de polynomes
trigonométriques et I’étude de ces derniers donnera la forme de la série de Fourier.

1. FONCTIONS 27-PERIODIQUES ET POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

1.1. Fonctions 2m-périodiques.

Définition 1. Soit f : R — R ou C une fonction. FElle est 2mw-périodique si, pour tout
reR, f(z+2m) = f(z).

Exemples

(1) Soit f(z) = 4 pour tout x € R. C’est une fonction 27-périodique puisque, pour tout
x € R, f(r +27) =4 = f(x). Plus généralement f(z) = ¢ € R ou C est une fonction
2m-périodique.

(2) Les fonctions sin(x), cos(z), ou plus généralement sin(nx) et cos(nz) pour n € N sont

des fonctions 27-périodiques.
1
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Proposition 1. L’ensemble des fonctions 2m-périodique f : R — K =R ou C est un espace
vectoriel sur K.

En effet la somme de deux fonctions 27-périodique est une fonction 2m-périodique et en
mutlipliant une fonction 27-périodique par un scalaire on a encore une fonction 2m-périodique.

1.2. Polynémes trigonométriques.

Définition 2. Un polynome trigonométrique est une fonction du type

N N
fn(x) = % + Z an cos(nx) + Z by, sin(nx)

n+1 n+1

avec an,b, € R ou C

Il est clair qu'un polynome trigonométrique est une fonction 27-périodique.

Proposition 1. Soit fy(z) = % + ijﬂ a, cos(nx) + Zgﬂ ansin(nx) un polynome
trigonométrique alors

/7T fn(z)cos(nz)dr, 0<mn<N,

—Tr

N= o3|

/W fy(x)sin(nz)dz, 1<n<N.

—Tr

Démonstration. Elle repose sur les calculs suivants. Supposons que n # m. Alors

cos(nx) cos(mzx) = % (cos((n +m)x) + cos((n —m)x)),

cos(nx) sin(mz) = % (sin((n +m)z) —sin((n —m)x)),

et donc
/_: cos(nx) cos(mx)dr = %(/_: cos((n +m)x)dx + /—Z cos((n —m)x)dz),
/_ : cos(na) sin(m)dr = /_ 7; sin((n + m)z)dz — /_ ” sin((n — m)a)dz),
Mais

/ " cos(pz)ds = / " sin(pa)dz = 0

des que p # 0. Ainsi
/ cos(nz) cos(mx)dr =0

des que n # m. Supposons n = m Alors

™

/7r (cos(nz))*dr = %(/7r cos(2nzx)dx +/ dr) =

—T —T —T
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/7r cos(nz) sin(nx)dr = %(/7r sin((2n)x)dx = 0.

—T —T

On en déduit, pour n tel que 1 <n < N,

s ™ N
/ fn(x) cos(nx)de = / (% cos(nx) + Z ay, cos(ma) cos(nx) Z by, sin(max) cos(nz))dz
- - m=1 n+1
et donc i i
fn(x) cos(nz)dr = / an cos(nx)?dr = a,.
D’ou

1 K
ap = — fn(x) cos(nz)dz.
m —T
Le calcul est le méme pour les coefficients b,,.

2. SERIE DE FOURIER ASSOCIEE A UNE FONCTION 27-PERIODIQUE f REELLE

2.1. Coefficients de Fourier.

Définition 3. Soit f une fonction f : R — R, 2m-périodique, intégrable sur tout segment de
R.

(1) On appelle coefficients (réels) de Fourier de f les coefficients

/f cos(nz)dxr, mn >0,

bu(f) = f( )sin(nx)dx, n > 1.

T
(2) On appelle série de Fourier (reelle) de f la série trigonométrique

S;(f)(:r):#—l—z:an( ) cos(nx +Zb ) sin(nx)

n>1 n>1

On dit que la série de Fourier de f converge en x si Sx(f)(x) = .

Définition 4. Soit f une fonction f : R — R, 2w-périodique, intégrable sur tout segment de

R.
(1) On appelle coefficients (réels) de Fourier de f les coefficients
1
en(f) = Dy f( Ye " dy, n >0,

(2) On appelle série de Fourier (exponentielle) de f la série
+o0

SrN@) = 3 ealf)e™

n=—oo
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Lien entre ces deux définitions: " = cos(nzx) + isin(nx) On a alors

ao(f)
() = calf) +enlf) _y =
te () = La ity PPN
{ bulf) = ilealf) = c-alf)) (o) = Han(f) + b)), n > 1)

Pour quelles valeurs de x cette série est-elle convergente?

Existe-t-il un lien entre Sz et f7

Pour montrer qu'une suite est croissante, on doit montrer

2.2. Propriétés des coefficients de Fourier.

Proposition 2. Soit f une fonction 2m-périodique.

(1) an(f) = £ ;_J:r f(x)cos(nz)dz, n >0, by(f) =1 ;_t:r f(z)sin(nz)dzx, n > 1,
Ainsi on peut calculer a,(f) et b,(f) en intégrant f sur n’importe quelle période de
longueur 27 (période de f).

(2) Si f est paire, c’est a dire si f(x) = f(—x) pour tout x (le graphe de f est symétrique
par rapport a l’axe des ordonnées) alors

{ =2 fo ycos(nz)dx, n >0,

bn (f ) —q

(3) Si f est impaire, c’est a dire si f(—x) = —f(x) pour tout x (le graphe de f est
symétrique par rapport a O) alors

{ an(f) =0

=2 [T f(z)sin(na)dz, n>1,

Démonstration.

(1)

(2) Si f est paire, on a f(—z) = f(z) pour tout x. Alors

bo(f) = % _j f(z)sin(nz)dx = %/_i f(z)sin(nz)dx + % /07r f(z) sin(nz)dx.
Faisons le changement de variable ¢ = —x. On obtient alors
0 0 0 ™
/ f(x) sin(nx)dx :/ f(—t) sin(—nt)dt :/ f(t)sin(nt)dt = —/ f(t) sin(nt)dt.
-7 ™ T 0
Ainsi o _
f) = —%/ f(t)sin(nt)dt + %/ f(z)sin(nz)dx =0
T 0
De méme
=21 " f(z)cos(nx)dx = %ff)ﬂ f(x) cos(nzx) daH— 1 foﬂ cos(m:)d:c
= %f: f(—t) cos(—n )+ = fo ) cos(nz)dz
=—2 ff(t) cos(nt —i— fo ) cos(nx)dx
=2 [ f(x) cos(n:v)dx
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(3) On obtient les résultats énoncés de la méme fagon.

2.3. Exemple de calcul de série de Fourier. Soit f la fonction 27-périodique, paire définie
par

lz) = { cos(x) pour x € [0, 5|

0sizel[f, ]

Dessinons le graphe de f. Pour cela tracons le graphe de f sur [0, 7] puis on fait une symétrie
par rapport a Oy car f est paire. On obtient alors le graphe de f sur la période [—7,7]. On
utilise ensuite la 27-périodicité pour compléter le graphe.

Calcul de la série de Fourier de f:

On a, puisque [ est paire b,(f) =0 et

=2 [ f(x) cos(nx)dx = [fog cos x cos(nz)dx + fg 0 cos(nz)dz]

= %fo Cosxcos(nm)da:.

Or cos x cos(nx) = 3[cos(z+nx)+cos(z —nx)] = 3[cos((1+n)x)+cos(n—1)z)] dot, sin # 1,

an(f) —% [/0 cos((n, +1)z)dz + /0 cos((n — 1)x)dx]_1 [sm((n +Dz) | sin((n — 1)a)]*

[VE]

T n—+1 n—1 0

D’otu, pour n # 1,

sin((n+1)5)  sin((n — 1)%)] '

1
aTL(f):%[ n+1 n—1
+

1) s p—
Or sin(p%) :{ ( 1) Sip=2¢+1 Ainsi a,(f) = 0sin = 2p+ 1 est impair et si n = 2p est

SIS )

1
“n(f):“%(f)_%[zpﬂ 2p—1 ToApP -1

9 [T 2 [T cos(2 1 1 [sin(2 A | 1
al(f):—/ cosQ(ﬂc)dzz—/ Md:ﬁ:;{smgx)”} _ir_2
0 0

\)

II reste a calculer ao(f) = 2 fog cosz = [sinz|¢ = 2. La série de Fourier de f est donc

Sr(f)(x) = == + Zn>1 an(f) COS(TLZE) JF Zn>1 n(f)sin(nz)

== + cos + 2p>1 - 4p2 - cos(2px)

2.4. Convergence de la série de Fourier. Théoréme de Dirichlet.

Soit f une fonction définie au voisinage de xy.
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La fonction f vérifie les conditions de Dirichlet en xq si

hmx—)mo_ f(l’) = 1imz~>za,(l¢<$0 f(x> = f('ra)
limm_)mg— f(;l') = hmxaxo,x>xo f(.%) = f(:car)
" f@) - fg)
r—)mo r—x0
f(@)—1 ()

hm$_>x3— Tm existe

lim existe

Théoreme 1. Soit f : R — C localement intégrable 2mw-périodique. Si f vérifie les conditions
flag)+f(zg)
2

de Dirichlet en xq alors la série de Fourier de f converge en xy vers , 1.€.
flxd) + flag
S]:(f)(.il?o): ( 0)2 ( 0>‘

Si de plus f est continue en xy alors
Sr(f)(wo) = f (o).

Ainsi en les points qui vérifient les conditions de Dirichlet la série de Fourier de f converge,

+ — + —
vers w La série de Fourier en xy ne converge donc vers f(xq) que si f(zg) = w

en particulier si f est continue en x.

Exemple. Soit la fonction 27-périodique définie par

f(x):{ —m—x siz€[-70[

x  size|0,n]

On trace le graphe de f sur [—m, 7). On utilise ensuite la 27-périodicité pour compléter le
graphe. La fonction n’est ni paire, ni impaire. Calculons la série de Fourier de f

ao(f):%/_:f(x)dx:%/0(—7r—:v)dx+l/oﬂxdx:0

. T
car on a deux aires géom’etrique de signes opposés. Pour n > 1, on a

a(f) =2 [ flz)de = %ffﬁ(—ﬂ' — ) cos(nz)dx + = [ wcos(nz)dx

. 0 . . T .
= ([ apt]| g g [t ety
0 ™
:% |:—C(:2(nx):|7 + |:COSTE_7219:):|O) _ % <;_21 + cos(n—QnTr) + cosr(b?;ﬂ') N #)
— 2=D)"-1)
o n?

Ainsi

4

0 — 0 s1 n est pair
" ——5 si n est impair
™

On calcule alors, pour tout n > 1,
1 ™
bu(f) = —/ f(x)sin(nx)dz.
m —T

On trouve
0 si mn est pair
bu(f) = n - { 2 si n est impair

n
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La série de Fourier de f est alors

+oo

AN =Y -

— m(2p+1)°

cos((2p+ 1)z) + sin((p+ 1)z)

2p+1

La fonction f vérifie les conditions en x € R,z # km car la fonction f est alors continue et
dérivable. Pour les points xy = k7 la fonction est discontinue mais vérifie bien les conditions
de Dirichlet. Il suffit de le vérifier en —7,0 (pour les autres points on aura le résultat car la
fonction est 2m-périodique).

Pour zg = 0, on a lim,_,g+ f(z) = lim,_,0+ * = 0 = f(zd), limy_o- f(z) = lim,_o- — 71— 2 =

—roe=(Cm) — 1 et f vérifie les conditions de

- = f(xa)a hmx~>0+§ = 1 et enfin hmxﬁ\o— .

Dirichlet en 0.

Pour zp = —7, on a lim, , .+ f(z) = limy, + -7 —2 =0 = f(—77), lim,, .- f(z) =
lim, , .~x+4+27n =7 = f(—7"), lim,_,_,+ %;(0) = —1 et enfin lim, , .- % =1let f
vérifie les conditions de Dirichlet en —r.

D’apres le théoreme de Dirichlet pour = 0 qui est un point de discontinuité de f on a

5 cos(0) + 2 sin(0) = Z - A

2p+1 m(2p+1)%

o
=
=
|
'M8

2p—|—

On en déduit
+o00

Z;:ﬁ
2 Bprip s

Remarque. Dans le début du cours on a pu montrer que Cette série numérique “tait con-

i 1 1 oo 1 A
vergente: gy > 0 et gy fod 5 donc les séries Z 2p+1 e € Z ~0 7,7 sont de méme
nature par le critere de comparaison. Or ;r 0 7z est une série de Riemann convergente et en

1 1
multipliant par le scalaire 7 on a encore une série convergente. Ainsi la série Zp 0 @pre st

convergente. Mais cela ne permettalt pas de trouver sa somme. Ici on a réussi a la determmer

Prenons maintenant zo = 7. C’est un point ot f est continue donc

s T TR 4 T T
Sr(f) (5) =f <§> =5= p;o TRty cos((2p + 1)5) + o+ 1 sin((p + 1)5)»
soit
T = 2(—1)
SF(f) (5); 41"
On obtient alors
T B +o00 (_1)17
4 L2+l
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8
2.5. Formule de Parseval. Soit f une fonction 27-périodique vérifiant les hypothesse de

D‘ir‘ichlet. Si
S;(f)(x):@%—Zan( ) cos(nx —i—Zb ) sin(nx)

n>1

est sa série de Fourier, alors la série numérique

> (ak+17)

converge.
On en déduit la formule de Parseval

1 [T a?
/ | f(x) |2dx=5°+a§+b§+---+ai+bi+

™

Si on considere la série de Fourier exponentielle
“+oo
Z Cnemz
—0o0

alors la formule de Parseval s’écrit

1
o0 | |2dfc—zzlcn|2

2

En reprenant l’exemple précédent et en lui appliquant la formule de Parseval on obtient
( IN 2d:t+f w2 +27rx+x )dx)
2

1 f |2 dx :%
_ 27 _
-3 = E 7r2(2p+1)4 + Z 2p+1 )
Ainsi
Z 16 B 272 4 2 B 22w B 2
m@2p+ 14 3 2p+1 3 2 6

et
pz (2p+1)* " 96



