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Le but de ce chapitre est de rappeler les éléments essentiels du calcul intégral nécessaire a ce

module: Intégrales a parametres, intégrales généralisées.

1. INTEGRALE FONCTION D’UNE BORNE D’INTEGRATION

Le point de départ est le théoreme fondamental de 1’analyse:

Théoréme 1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l'intervalle [a,b] a valeurs dans R. La

fonction F définie sur lintervalle [a,b] par

est dérivable sur [a,b] et vérifie {

Exemples.

(1) La premiere fonction classique ainsi définie est la fonction In:

1
ln(x):/ —dt.
1t

1
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(2) La fonction sinus intégral est définie sur R par

¢
/ Slidt

Bien faire attention au fait que cette fonction, qui a de nombreuses applications en
physique, ne vérifie a priori pas les hypotheses du théoreme précédent car Si?t n’est pas
définie en 0 donc c’est une intégrale généralisée que nous retrouverons au paragraphe suiv-
ant. Mais limy o™} sint — 1 donc elle est prolongeable par continuité en 0 et donc

sa dérivée est donc égale 3 Sz

On généralise ce type de fonctions en considérant les intégrales du type

v(z)
~ [ s
u(z)

ot u et v sont des fonctions dérivables a valeurs dans [a,b]. Si f est continue, la fonction F' est
dérivable et on a

2. INTEGRALE DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Soit I un intervalle de R et f : (x,t) € I X [a,b] — f(x,t) € R une fonction de deux variables
réelles x et t. Supposons que pour tout = € I la fonction t — f(x,t) soit continue sur [a, b]. Alors

f; f(z,t)dt existe pour tout x € I et le résultat dépend de x. Considérons alors la fonction F'

définie sur I par
b
_ / o, )t

Cette fonction est donc définie sur I. Cherchons les propriétés (continuité, dérivabilité) de cette
fonction.

Théoreme 2. On suppose que

(1) pour tout t € [a,b] la fonction x — f(x,t) est continue sur I.
(2) pour tout x € I la fonction t — f(x,t) est continue (par morceauz) sur |a,b].

Alors la fonction F(x f f(z, t)dt est continue sur I.

Remarquons que ce résultat est encore vrai dans le cas suivant, plus simple a énoncer:

Proposition 1. Si f est continue sur I x [a,b], I étant un intervalle, alors

/f:ct

est une fonction continue sur 1.

Concernant la dérivabilité de F', on a
Théoreme 3. On suppose que

(1) pour tout x € I la fonction t — f(x,t) est continue (par morceauz) sur |a,b].
admet une dérivée partielle 3£ sur I X [a,b].

2) f admet une dérivée partielle 3L sur I x [a,b

(3) pour tout x € I la fonction t — g—i(x, t) est continue (par morceaux) sur [a,b].
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(4) pour tout t € [a b] la fonction x — (x t) est continue sur I.

Alors la fonction F(z f f(z, t)dt est dérivable sur I et
F'(z) = gf(x t)dt.

De plus F' est continue sur 1.

Ce résultat est encore vrai dans le cas suivant, plus simple a énoncer:

)
Proposition 2. Si f et sa dérivée partielle —f sont continues sur I X [a,b] alors la fonction

/fxt

est dérivable sur I et sa dérivée est donnée par

"of

F'(z) = S

o (w, t)dt.

a

Remarques

(1)

Ceci se généralise aux intégrales du type F(x) = f;((j)) f(z,t)dt ot u et v sont des fonctions

dérivables sur I. Avec des hypotheses semblables aux théorémes précédents on a:

v(x) 5
)= [ S et + () (o 0(a) — o (o) o (),

Exemple. Soit F(z) = ffz sin(zt)e~dt. La fonction f : R x R — R définie par
flz,t) = sin(xt) ~* est une fonction continue sur R x R, La fonction % RxR—R

définie par 3 (a: t) =t cos(zt)e™" est une fonction continue sur R x R et les fonctions u et

v sont derlvables sur R. Donc F' est dérivable et de dérivée continue sur R
2

2z
F'(z) = / tcos(zt)e Cdt + 2sin(222)e 4" — sin(2z?)e ",

Ce résultat se généralise aussi en faisant varier b. Soit f : (z,t) € I X [a,b] — f(x,t) € R
continue sur I x [a, b] et supposons que 5= (x t) soit aussi continue sur I X [a, b]. Considérons
pour tout y € [a, b], la fonction de deux “variables o(x,y) définie sur I X [a,b] par

o(,y) = / " Fla,t)dt

Cette fonction de deux variables est différentiable (les dérivées partlelles et 5“" existent
et sont continues sur I x [a, b)) et 'on a

)= [ (i
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3. INTEGRALES GENERALISEES

Rappelons la notion d’intégrale généralisée (parfois appelée aussi intégrale impropre).

Soit f une fonction continue d’'une variable réelle définie sur 'intervalle [a,+o0o[. L'intégrale
fa+°° f(t)dt n’est pas une intégrale classique, on dit que c’est une intégrale généralisée. On dit que
cette intégrale généralisée converge si la fonction d’une variable réelle F' définie sur [a, +oo[ par

_ / F(t)dt
admet une limite quand z tend vers +oo:

" ftydt = 1m G

a T—+00

Si F' n’a pas de limite en 400 on dit que l'intégrale fa f(t)dt diverge.

On définit de méme les intégrales généralisées ffoo f(t)dt. Soit f une fonction continue d'une
variable réelle définie sur I'intervalle | — 00, a]. L’intégrale J2_ f(t)dt est généralisée. Elle converge
si la fonction d’une variable réelle F' définie sur | — oo, a] par

0= [ 5o
admet une limite quand x tend vers —

/f dt= tim [ par

T—r—00

Si F' n’a pas de limite en —oo on dit que l'intégrale f_oo f(t)dt diverge.

Remarque. Les intégrales généralisées fj;o f(t)dt. Soit f une fonction continue sur R. On dit
que l'intégrale généralisée fj;o f(t)dt converge si pour tout a € R, les deux intégrales généralisées
[*_ f(t)dt et [ f(t)dt convergent. Dans ce cas on écrit

400 a +oo
F(t)dt = / rodi+ [ fayar

RN . , s 2 s 2 +o0
Criteres de convergence des intégrales généralisées fa f(t)dt. En L1 et L2, dans le cours
d’analyse, des criteres de convergence ont été présentés: criteres de convergence pour les fonctions
positives, absolue convergence, semi-convergence). On s’y rapportera dés que nécessaire.

On considere également des intégrales généralisées associées a des fonctions qui ne sont pas
définies sur des intervalles fermés de R. Soit f une fonction continue sur l'intervalle semi-ouvert

[a,b[. Pour tout z € [a,b] on considere F(z) = [7 f(t)dt. L’intégrale fabf(t)dt est alors une
intégrale généralisée qui converge si la fonction F' admet une limite quand x tend vers b

/abf(t)dt = :lgrll)/;f(t)dt

Si F' n’a pas de limite en b on dit que I'intégrale généralisée fab f(t)dt diverge.
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4. LES FONCTIONS F(z) = [ f(x,t)dt

On se propose maintenant de regarder les fonctions définies par des intégrales généralisées a
parametre.
Soit f(x,t) une fonction définie sur I x [a, +o00[. Supposons que l'intégrale

“+o00

f(z, t)dt

a
converge pour tout z € I. On définit ainsi une fonction

F(z) = +0<> f(z, t)dt

a
définie sur I. On se propose de regarder la continuité et la dérivabilité de cette fonction.

+o0
Théoréme 4. Soit F(x) = f(z, t)dt. Si

a

(1) [ est continue sur I X [a,+00],
(2) il existe une fonction g : [a,+oo[— R telle que
(a) Vz € It € [a, +oo[, | f(x,1)] < g(t)

+o0
(b) / g(t) est convergente,

alors F' est une fonction continue sur 1.

Le théoreme est encore vrai si, au lieu des conditions sur g, on a que pour tout segment [«, /]
inclus dans I il existe une fonction g : [a, +00[— R continue par morceaux telle que pour tout
z € [a,f] et t € a,+o0] :

|[f(z, )] < g(t)

+oo
avec / g(t) convergente.
a

Concernant la dérivabilité, on a le résultat suivant:

Théoreme 5. Supposons que

+0o0
(1) Uintégrale f(z, t)dt converge pour une valeur xo appartenant a I

J
(2) les fonctions f et 5—f sont continues sur I X [a,+00|
T
(3) il existe une fonction g : [a,+oo[— RT (i.e. positive) telle que

(a) Vo € It € |a,+o0], |g—£(:c,t)] < g(t)

+o0
(b) / g(t) est convergente,

alors
+oo
A) la fonction F(x) = f(z, t)dt est définie pour tout x € 1

a
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B) la fonction F est dérivable et sa dérivée est donnée par

, _ +o00 5]0
F'(x) —/a %(x,t)dt

et est continue sur I.

Remarquons que dans ce théoreme on n’a besoin que de supposer la convergence de l'intégrale
en un seul point zy de I.

Le théoreme est encore vrai si, au lieu des conditions sur g, on a que pour tout segment [«, /3]
inclus dans [ il existe une fonction g : [a, +00[— R* continue par morceaux telle que pour tout
x € [a,p] et t € la,+oof :

of

Lol < g0t

+o0o
avec / g(t) convergente.

5. QUELQUES EXEMPLES

5.1. La fonction de Gauss. En théorie des probabilités, une intégrale généralisée joue un role
important précisément dans ’étude des variables aléatoires suivant la loi normale. Il s’agit de

I'intégrale
+oo )
/ e du.
0

Nous allons voir que ’'on peut évaluer cette intégrale généralisée sans pouvoir par ailleurs déterminer}
. .. . ) . . , . . .

une primitive de la fonction e™*". Il existe plusieurs approches de cette évaluation. Voici, sans trop

de détails, une de ces méthodes d’évaluation.

(1) On fait le changement de variable u = xy avec y > 0 jouant ici un role de parametre. On

en déduit du = ydx et
oo 2 oo 2,2
A= / e dt = / e "V ydx.
0 0

“+oo
eV A= / e~ @D g
0

Alors

(2) On integre par rapport a y cette derniere intégrale, pour y € [¢,d] avec 0 < ¢ < d

d ) d +o00 ) )
A/ e Vidy = / / e~ Ty dudy
c c 0

et en intervertissant (attention: utilise un théoreme supplémentaire) les deux intégrales
dans le second membre, on en déduit, comme on connait une primitive de la fonction en y:

” e—(172+1) ”
d
d +00 —(z2+1)y?
1
A/ e_deyZ/ 3 [62—] dzx.
c 0 —X - 1

2

Yy 7, que
Si ¢ tend vers 0 et d tend vers +o0o le premier membre tend vers A2. Il reste a évaluer a la
limite le second membre



Elisabeth Remm 7

(3) pour cela, on considere la fonction définie comme une intégrale a parametre

G(t):/0+m%

On montre que G est une fonction continue et G(0) est donc égale a lim;_,o G(t). On en
déduit que
teor 1 T
G(0) = - doe = —
(0) /0 222+ 1 4

lim G(t) = 0.

t——+o0

e~ (@ +1)t?
——— | dx.
2?2+ 1 v

(4) De méme on montre

(5) ainsi /* = % et donc

5.2. La fonction sinus intégral. Comme application des théoremes précédents on montre

+00 3
sin x T
dr = —.
0 x 2
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EXERCICES CORRIGES

Exercice 1. Etude des variations d’une fonction définie par une intégrale.

Etudier le sens de variation de la fonction F' définie par

» B 2x dt
W=, Virei

Correction. Le but n’est pas d’intégrer la fonction mais uniquement de trouver les variations de
la fonction F' définie par une intégrale.

Pour tout ¢ € R, on a t*+¢?+1 > 0 donc ﬁ existe et la fonction f définie par f(t) = ﬁ
est définie sur R. De plus elle est continue sur R par composée de fonctions continues. Les fonctions
réelles u(zr) = 2z et v(x) = x sont dérivables sur R. Pour tout z € R la fonction F' est donc

dérivable et
1 1
Fl(z) = 2x)f(22)— (z) f(x) =2 —
(©) = @0 1(20) ~ (O flo) =2t -
2Vt +a? +1 - V162t + 422+ 1 2vat + a2+ 1+ V162t + 422 + 1
V1bart + 422 + 1Vt + 22+ 1 2Vt + 22+ 14+ V16t + 422 + 1

_ A(at +a? + 1) — (162" + 42?4 1) 1
V16t +422 + 1Vt + 22+ 1 2Vt + 22+ 14+ V1624 + 422 + 1
—8x*+3 1

T Vbt At VRt 2t L WA L 2 1 L+ V162 L A2 1 1

F'(x) est donc du signe de —8x* + 3. Les deux racines réelles de ce polynome sont —{*/g et </§
ainsi

T | —00 —4% 4% +o00
F'l - |+ | -
i 12N

Il faut maintenant déterminer les limites en +o00 et —oo ainsi que les valeurs en —{*/g et </§ . Mais

la fonction F' est une fonction impaire car pour tout z € R on a

—2x 2z
dt —du
(=) — V1T Je Vuttu? 41 (@)
si on effectue le changement de variable u = —t avec du = —dt. On a donc en particulier F'(0) = 0.

On a donc simplement besoin de faire la limite en +o00. Pour = suffisamment grand (positif),
comme t € [x,2x], on a
a>tt+ 1>
donc
1 1 1

0<
22 241~ 2

et par croissance de l'intégrale

e 227 ), VE+e+1 T ), B
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/Q”dt_l 11> 1 L1y _1/1
. 22 20t | 2\ 20 z) 4\z
1/1 1/1
S )<F@@)<=|-=
i(5) <03 ()

et en faisant la limite quand x — 400 on obtient lim, ,,F(x) = 07 puisque lim, (%) =

or

limy— 1003 (+) = 07 La fonction F' est donc décroissante de 0~ & F/(— {‘/g) puis croissante jusqu’en

F (f/%) et enfin décroissante pour tendre a 'infini vers 0. On a pu donner les variations de la

fonction sans la calculer explicitement.

Exercice 2- Soit la fonction définie sur R par f(t) = t.

(1) Calculer l'intégrale [* f(t)dt

(2) En déduire la limite quand a tend vers +oo de cette intégrale.
(3) L’intégrale généralisée fj;o f(t)dt converge-t-elle?

(4) Que peut-on en déduire.

Correction.

(1) Calculer Vintégrale [ f(¢)dt

(2) En déduire la limite quand a tend vers +o0o de cette intégrale.

lim / f(t)dt = lim 0=0

a——+00 _a T—+00
(3) L’intégrale généralisée f_Jr;o f(t)dt converge-t-elle?
L’intégrale généralisée f_+°° f(t)dt diverge car f0+°° f(t)dt est divergente
+oo ] +2 z ) 2
= g [ g (5] < m (o) =4

donc l'intégrale généralisée fo f(t)dt diverge. L’intégrale /2 T F(t)dt est donc divergente

(elle converge si et seulement si fi)oo f()dt et f t)dt convergent).
(4) Que peut-on en déduire.

+Oof (t)dt # hm/f

Tr—r+00

Exercice 3- Le but de I'exercice est de montrer que

2 /+°° i
— e
VT Jo
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Soit les deux fonctions

© o\’ 1 —a?(1+12)
flx) = (/0 e dt) et g(x):/o Wdt

) Montrer pourquoi f est dérivable et calculer sa dérivée.
) Montrer pourquoi g est dérivable et calculer sa dérivée.
) Montrer que f + g est constante sur R et que cette constante est 7.
4) Calculer la limite de la fonction g quand z tend vers +oo.
)

5) En déduire que
2 / T
— e =1
V7 Jo

Correction. On peut déja remarquer que f0+oo e~ dt est une fonction convergente. En effet, pour
tout t > 1, on a

(
(
(
(
(

t2>t= —t* < —t
et puisque 'exponentielle est croissante on a
0< et <et

et par croissance de l'intégrale on a pour tout a > 1

/e_tZdtS/ e tdt
1 1

/ eldt =[—e )i =e—e!
1

et donc cette intégrable est convergente. D’apres le théoreme de comparaison I'intégrale généralisée
(la fonction positive f(t) = e~ est majorée par une fonction g(t) = e " avec f;roo g(t)dt qui

400 9
/ e Vdt
1

+oo 42 .
est convergente, donc fo e~ dt est aussi convergente.

On a

+oo 42
converge donc [[" e~ dt converge):

(1) Montrer pourquoi f est dérivable et calculer sa dérivée.
La fonction u(z) = [ e~ dt est dérivable sur R car la fonction t — e~
R et on a

2 .
" est continue sur

2

u'(z) =€
Alors f'(z) = 2u/(z)u(z) = 2¢7" [ e ¥ at
(2) Montrer pourquoi g est dérivable et calculer sa dérivée.
Considérons la fonction
v: Rx[0,1] — R
e—z2(1+t2)
(z,t) =

les fonctions (de 2 variables) U et ¥ définie par

a_\l;<x, t) = —2pe~® (148

ox

sont continues sur R x [0, 1].
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La fonction g est donc dérivable sur R et

Low L e
g (x) = / a—dt = —Qx/ e~ () gy
o Ox 0

(3) Montrer que f + g est constante sur R et que cette constante est §. On va montrer que

g'(z) = =2 (x)u(z) = f'(z)

Pour x # 0, posons v = tx alors dv = xdt et

UZ
g(x) =—-2 fol e T I dt = 2z [ e_mQ(H?z)i—”
=2 [ e dy = —2e77 Iy e du = —2u(x) (z) = —f'(z)
Ainsi
g'(z) + f(x) =0
pour x # 0 mais f’ et ¢’ sont continues en 0 donc 1'égalité est encore vraie en 0. En
intégrant on obtient:

g(x) + f(z) =C
de plus ¢(0) = [ —Lydt = arctan(1) — arctan(0) = —f(0) + C &< 7 =0+ C donc

—JOo 1+¢2
T T
C =7 etgla) =7~ fla).

(4) Calculer la limite de la fonction g quand z tend vers +o00. Les inégalités

1 —a?(1+2) L
e 2
0< — [ L gt<e™
< 9(z) /0 1+ =° /0 1+ ¢2

entraine que lim, 1, g(x) =0
(5) En déduire que

2 [ =1
— e = 1.
VT Jo

™

o) + 1) =

On déduit de I'égalité

2

Hg@@%+ﬂw>=o+(l“”aﬂﬁ)::

Ainsi, comme la fonction | et > 0,

0
+oo
/ e dt = ﬁ
0

e

ou encore
2 / o =1
— e =1.
VT Jo

Exercice 4- Le but de I'exercice est de calculer f0+°o Sitﬂdt =z

Pour cela on va considérer la fonction

+00 t
F(x) :/ %e‘”dt
0
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1) Montrer que f0+°° St est convergente.

(1)
(2)
(3)
(4)

Montrer que pour tout x € R la fonction F' est définie.
Montrer que F est dérivable sur |0, 4o00[ et calculer sa dérivée.

4) En admettant que F' est continue en 0, en déduire que

l\D

—+oo
sint
/ L
0 t

Correction.

(1) Montrer que [, 2tdt est convergente.

sint

La fonction réelle f définie par f(z) = *}* est continue sur |0, +oo[ donc localement
intégrable c’est a dire que qu’on peut l'intégrer sur tout intervalle [a,b] avec 0 < a < b <
+o00. L’intégrale f0+°o malt est généralisée en 0 et en 4o00.

En 0: on peut prolonger la fonction par continuité puisque lim, o =3+

t). Ce n’est donc pas une "vraie” intégrale généralisée.

En +o00: Si on majore brutalement on a |Smt| < % mais f:roo % est divergente. On procede
donc a une intégration par parties: pour b > 1

/smt [cost} /costdt

En passant a la limite quand b — +00 on a, [C : ]1 = (0 — cos1 (puisque c’est le produit
d’un fonction bornée cosx par une fonction * + qui tend vers 0 en +o0 donc limg ;4o < COSt =
0). donc les intégrales fl sty et ] oo COStdt sont de méme nature. Comme ]C‘)St\ <

t% et que f;roo t%dt est une 1ntegrale de Riemann convergente puisque 2 > 1, l'intégrale

st — 1 (on a sint ~q

s s . +00 i
énéralisée sint 7t est convergente.
1 t

. . +00 gj
Ainsi fo S’?tdt est convergente.

Remarque: on a aussi obtenu que

+00 +oo
t t
/ _sm dt = cos(1) — / cost dt.
0 t 0

Mais elle cette seconde intégrale génénalisée (convergente) n’est pas beaucoup plus simple
a intégrer.
Montrer que la fonction I est définie pour tout x € R}

On a

—+00

F(z) = f(z, t)dt
0
ol f((L' t) _ smtefxt‘
Pour z = O,F(O) = 0+°° sl
Pour z > 0, on a |f(z,t)]
e

I’étude de fonction) et

. 1 “ 1
/ efxtdt — |:_€xt:| — _(67261 o 1)
0 —X 0 —X

et f0+°° e " dt = limy o0 [, € "'dt = lim,_, 4o = = 0 donc F est définie pour z > 0.

dt. Comme cette intégrale converge, I’ est définie en 0.
< e car pour tout ¢ €]0,+oo[,|®2t| < 1 (on peut faire
~dt converge car
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(3) Montrer que F' est dérivable sur |0, +oo[ et calculer sa dérivée.
Pour tout z €]0,+oo[ La fonction ¢ — #2te~*" est continue sur ]0,+oo[. La dérivée
partielle
of

Ox
est continue sur |0, +00[Xx]0, +00[. Soit 0 < a < A et = € [a, A] on a | —sinte™™| < g(t) =
e~ pour tout t €]0, +oo[ et 'intégrale f0+°° g(t) est bien convergente. C’est vrai pour tous
a, A tels que 0 < a < A donc c’est vrai pour tout segment de |0, +oo[ Ainsi F est dérivable,
de dérivée continue sur R et

(z,t) = —sinte™

+oo
F'(z) = / —sinte "'dt
0

it —it

(4) En déduire une forme explicite de F' sur |0, +-00[= R’ en utilisant le fait que sin(t) = <5+—

%
F'(z) = [F° —sinte *dt = —L [F(e — e~ *)e"!dt

0 2i Jo
+oo 44 +oo it _
= — o eteTmdt — [T e e dt

W= =

0 glimatg [ o (itat dt)

_ 1 oli—a)t +°°+ olitayt ] T
-2 i—x 0 itz 0

e J U e e G R

—

itz 2i itx 2i (i—z)(i+x) i2—x2 2241
D’ou
F(z) = —arctan(x) + C
Comme .
lim F =——+4C
Jm Flz)=-5+
ot + + t1+
oo t [e'e) —x oo 1
Fol= [ S [T [t
donc
lim F(z)=0
T—r+00

onanget

F(x) = —arctan(z) + g
pour x > 0.
(5) En admettant que F' est continue en 0, en déduire que

+00 o
t
/ sint , _ 7™
0 t 2

Comme F' est continue en 0 on a:
sint

F(0) = /:oo Tdt = lim F(z) = lim (—a’r’ctan(:c) + —) = g

z—0 z—0



