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Chapitre 1

Corps. Généralités

1.1 Définition d’un corps

1.1.1 Définition

Définition 1 Un corps K est un ensemble non vide muni de deux lois de composition (deux opérations),
notées + et × vérifiant les conditions suivantes :

1. La loi de composition + vérifie :

(a) Elle est associative (x+ y) + z = x+ (y + z), ∀x, y, z ∈ K,
(b) Elle est commutative : x+ y = y + x, ∀x, y ∈ K,
(c) K possède un élément neutre 0 : x+ 0 = x, ∀x ∈ K,
(d) Tout élément x de K possède un symétrique (−x) par rapport à 0 : x+ (−x) = 0, ∀x ∈ K.

2. La loi de composition × vérifie :

(a) Elle est associative (x× y)× z = x× (y × z), ∀x, y, z ∈ K,
(b) Elle est distributive par rapport à la loi + : x× (y + z) = x× y + x× z, ∀x, y, z ∈ K,
(c) K possède un élément neutre e pour × : x× e = e× x = x, ∀x ∈ K,
(d) Tout élément x 6= 0 de K possède un inverse (x−1) par rapport à e : x × (x−1) = (x−1) × x =

e, ∀x ∈ K.

Autrement dit, un corps est un anneau unitaire non réduit à 0 dans lequel tout élément x 6= 0 possède un
inverse. Le groupe des unités du corpsK, c’est-à-dire le groupe des éléments inversibles pour la multiplication
× est égal à K∗ = K− {0}. Pour simplifier les écritures, nous écrirons xy à la place de x× y.
Une propriété caractéristique d’un corps est la suivante : Dans un corps K, quel que soit a ∈ K tel que

a 6= 0 et quel que soit b ∈ K, les équations {
ax = b,
ya = b

5



6 CHAPITRE 1. CORPS. GÉNÉRALITÉS

ont, chacune, une solution et une seule {
x = a−1b,
y = ba−1.

Définition 2 Un corps dont la multiplication est commutative est dit commutatif.

Dans les ouvrages anglo-saxons, le mot corps se traduit par field. Mais on prendra garde que ce vocable
field sous-entend toujours que le corps soit commutatif. Lorsque le corps n’est pas commutatif, on utilise
parfois les notions d’anneau à division (division ring or skew field).

Proposition 1 Soit A un anneau unitaire commutatif non réduit à {0}. Alors A est un corps (commu-
tatif) si et seulement si les seuls idéaux de A sont A et {0}.

Démonstration. Supposons que tous les seuls idéaux de A soient A et {0}. Comme A est non nul, il existe
a ∈ A, a 6= 0. Soit aA = {ax, x ∈ A} l’idéal principal engendré par a. Comme il est non nul, on a aA = A.
Il existe donc x ∈ A tel que ax = e, e étant l’élément neutre de A. Ainsi a est inversible et A est un corps.
Inversement, si A est un corps et I un idéal non nul de A, alors pour tout a ∈ I on a aa−1 = e ∈ I et tout
idéal contenant e coïncide avec A. D’où la proposition.

1.1.2 Exemples de corps

1. L’ensemble des nombres rationnels Q, l’ensemble des nombres réels R et l’ensemble des nombres
complexes C sont des corps commutatifs.

2. Le corps des Quaternions. On considère l’ensemble H des matrices de la forme(
a −b
b a

)
avec a, b ∈ C et où a désigne le conjugué de a.

Proposition 2 L’ensemble H est muni d’une structure de corps non commutatif.

Démonstration. Il est clair que H est un sous-anneau de l’anneau M2(C) des matrices carrées com-
plexes. Il nous suffit donc de montrer que tout élément non nul est inversible. Soit

A =

(
a −b
b a

)
une matrice de H. Son déterminant est égal à

detA = aa+ bb = |a|2 + |b|2.

Ainsi detA 6= 0 si et seulement si A n’est pas la matrice nulle. Ainsi A est inversible dans M2(C).
Montrons que son inverse est dans H. On a

A−1 =


a

|a|2 + |b|2
b

|a|2 + |b|2
−b

|a|2 + |b|2
a

|a|2 + |b|2

 =

(
α −β
β α

)
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et A−1 ∈ H et H est un corps. Montrons qu’il n’est pas commutatif. On a(
i 0
0 i

)
·
(

0 −1
1 0

)
=

(
0 −i
−i 0

)
et (

0 −1
1 0

)
·
(
i 0
0 i

)
=

(
0 i
i 0

)
.

Ceci montre la non commutativité du produit.

3. Soit p un nombre premier. L’anneau Z/pZ des entiers modulo p est un corps fini contenant p éléments
.

1.1.3 Sous-corps. Sous-corps premier

Définition 3 On appelle sous-corps d’un corps K un sous-ensemble de K qui est lui même un corps par
rapport à l’addition et à la multiplication de K.

Ainsi un sous-ensemble L de K est un sous-corps si L est un sous-groupe additif de K (pour l’addition
de K) et si L∗ = L− {0} est un sous-groupe multiplicatif de K∗. Si L est un sous-corps de K, on dit que K
est un surcorps de L.

Lemme 1 Toute intersection de sous-corps du corps K est un sous-corps de K.

Démonstration. Comme cette propriété est déjà vraie pour les anneaux unitaires, l’intersection des sous-
corps de K est un sous-anneau unitaire de K. Soit x un élément non nul de cette intersection. Dans chacun
des sous-corps, cet élément est inversible dont l’inverse correspond à x−1, l’inverse de x dans K. Ainsi x−1

est dans chacun des sous-corps et x est inversible dans l’intersection qui est donc un sous-corps de K.
Notons Π(K) l’intersection des sous-corps de K. Il n’admet aucun sous-corps autre que lui même.

Définition 4 On appelle sous-corps premier du corps K le sous-corps Π(K) obtenu comme l’intersection
des sous-corps de K. On dit qu’un corps Π est un corps premier, s’il est le sous-corps premier d’un corps.

Etant donnée une partie X de K, on peut définir le plus petit sous-corps ΠX(K) de K contenant X.
C’est l’intersection de tous les sous-corps de K contenant X. En particulier, si X = {e}, l’élément neutre
pour la multiplication de K, le sous-corps ΠeK est contenu dans tous les sous-corps de K. Il coïncide avec
le sous-corps premier Π(K). Dans le paragraphe suivant, nous déterminerons la structure de tous les corps
isomorphes à un sous-corps premier d’un corps.

1.1.4 Homomorphismes de corps
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Définition 5 Soient K1 et K2 deux corps. Une application f : K1 → K2 est un homomorphisme de corps
si elle vérifie

1. f(x+y)=f(x)+f(y) ,

2. f(xy)=f(x)f(y)

pour tout x, y ∈ K1.

Ainsi f est un homomorphisme des groupes additifs et un homomorphisme des groupes multiplicatifs K∗1 et
K∗2. On en déduit f(0) = 0, f(−x) = −f(x) et, si f est non nul, f(e) = e′ où e et e′ désignent respectivement
les éléments neutres pour la multiplication de K1 et K2 et f(x−1) = (f(x))−1. L’homomorphisme f est
donc un homomorphisme d’anneau unitaire. Son noyau

ker f = {x ∈ K1, f(x) = 0}

est un idéal de K1. Il est donc réduit à {0} et f est injectif.

Proposition 3 Tout homéomorphisme de corps non nul est injectif.

1.2 Caractéristique d’un corps

1.2.1 Définition

Considérons le sous-groupe additif (e) = {ne, n ∈ Z} engendré par l’élément neutre e du corps. C’est un
sous-groupe du groupe additif de K. Si ce sous-groupe est fini, (e) est un sous-groupe cyclique d’ordre fini
ne. Ainsi on a

nee = 0.

et l’équation ne = 0 est vérifiée si et seulement si n est nul ou est un multiple de ne. Si le groupe monogène
(e) est infini, l’équation ne = 0 avec n ∈ Z implique n = 0.

Définition 6 Soit K un corps et soit (e) le groupe monogène engendré par l’élément neutre de K noté e.
Alors si le sous-groupe (e) est cyclique d’ordre fini ne on dit que K est de caractéristique ne sinon K est
dit de caractéristique 0.

Proposition 4 Soit K un corps de caractéristique p avec p 6= 0. Alors p est un nombre premier.

Démonstration. Par hypothèse p est le plus petit entier positif non nul tel que pe = 0. Si p n’est pas
premier, il existe deux entiers positifs non nuls et différents de 1 tel que p1p2 = p. Donc p1p2e = 0. Ainsi
(p1e)(p2e) = p1p2e

2 = pe = 0 et comme K est un corps, il n’admet pas de diviseurs de zéro ce qui implique
que p1e = 0 ou p2e = 0 ce qui est contraire à la définition de p.
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Proposition 5 Soit K un corps.

1. Si K est de caractéristique p 6= 0, le sous-corps premier de K est isomorphe à Z/pZ.
2. Si K est de caractéristique 0 alors le sous-corps premier de K est isomorphe au corps des rationnels
Q.

Démonstration. Soit ϕ : Z→ K l’homomorphisme d’anneaux unitaires défini par ϕ(n) = ne. On a

Im(ϕ) = (e)

et son noyau est soit nul, soit égal à pZ par définition de la caractéristique p. Supposons p 6= 0, le sous-
groupe additif (e) = {0, e, · · · , (p−1)e} muni de la multiplication induite par celle de K est un sous-anneau
commutatif isomorphe à Z/pZ et comme p est premier, c’est aussi un corps. Comme ce sous-corps ne contient
pas de sous-corps propre, on en déduit que c’est le sous-corps premier de K. Si la caractéristique est nulle,
le groupe monogène (e) est infini et isomorphe à Z. C’est donc un sous-anneau commutatif intègre et le
corps premier de K est isomorphe au corps des fractions de Z c’est à dire Q. Nous reverrons explicitement
la construction de Q au paragraphe suivant.

Corollaire 1 Tout corps fini K est de caractéristique p 6= 0 et sa cardinalité est une puissance de p.

Démonstration. En effet, si K est fini son corps premier ne peut être isomorphe à Q et donc sa caractéristique
p est différente de zéro. On a donc pe = 0 et pour tout x de K, px = p(ex) = (pe)x = 0.

1.2.2 L’homomorphisme de Frobenius

Proposition 6 Soit K un corps de caractéristique p, p 6= 0. L’application

F : K→ K

définie par
F (x) = xp

est un homomorphisme de corps. Il est appelé l’homomorphisme de Frobenius.

Démonstration. Rappelons la formule du binôme

(x+ y)p = xp + pxp−1y + · · ·+ Ckpx
p−kyk + · · ·+ yp

où Ckp =
p!

k!(p− k)!
. Mais pour tout k, 1 ≤ k ≤ p− 1, p divise Ckp . Comme p est la caractéristique de K, on

en déduit que pour tout k, 1 ≤ k ≤ p− 1, Ckp = 0 . Ainsi

(x+ y)p = xp + yp.

Mais F (x + y) = (x + y)p. Ainsi F (x + y) = F (x) + F (y) pour tout x, y ∈ K. De même, on a F (xy) =
(xy)p = xpyp = F (x)F (y) et F est un homomorphisme du corps K.
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1.3 Quelques constructions de corps

1.3.1 Le corps des fractions d’un anneau intègre

Soit A un anneau intègre, c’est-à-dire commutatif unitaire dont l’unité 1A est différente de 0 et sans
diviseur de 0. Notons par A∗ l’ensemble A− {0}. Considérons dans A×A∗ la relation :

(a, b)R(c, d) si et seulement si ad = bc.

Cette relation est d’équivalence car elle est
— réflexive (a, b)R(a, b),
— symétrique (a, b)R(c, d) implique (c, d)R(a, b) ,
— transitive (a, b)R(c, d) et (c, d)R(e, f) impliquent (a, b)R(e, f).
Les deux premières affirmations se démontre facilement. Montrons la transitivité. Comme (a, b)R(c, d)

et (c, d)R(e, f), on a ad = bc et cf = de. On en déduit adf = bcf et cfb = deb. Ainsi adf = deb
soit d(af − eb) = 0. Comme l’anneau est intègre et comme d 6= 0, on déduit af = eb ce qui implique
(a, b)R(e, f). La relation est bien transitive. Ceci étant, soit A× A∗/R l’ensemble quotient. Notons par

a

b
la classe d’équivalence de (a, b) :

a

b
= {(c, d) ∈ A×A∗, ad− bc = 0}.

Définissons dans A×A∗/R les opérations, l’addition et la multiplication, suivantes :

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd

et
a

b

c

d
=
ac

bd
.

Ces opérations sont bien définies car le résultat de chacune d’elle ne dépend pas du choix des représentants
des classes d’équivalence. En effet, supposons que (a′, b′) ∈ a

b
et (c′, d′) ∈ c

d
. On a donc ab′ = ba′ et cd′ = dc′.

Montrons que
ad+ bc

bd
=
a′d′ + b′c′

b′d′
.

On a
(ab′ − ba′)dd′ = 0, (cd′ − dc′)bb′ = 0.

Ainsi
ab′dd′ + cd′bb′ = ba′dd′ + c′dbb′

et
b′d′(ad+ cb) = bd(a′d′ + b′c′).

Ainsi
ad+ bc

bd
=
a′d′ + b′c′

b′d′
.

L’addition est bien définie. Montrons maintenant que
ac

bd
=
a′c′

b′d′
. On a

(ab′ − ba′)cd′ = 0, (cd′ − dc′)a′b = 0.
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Ainsi
ab′cd′ − a′bcd′ = −cd′a′b+ a′bc′d

soit
ab′cd′ = a′bc′d

et
(ac, bd)R(a′c′, b′d′).

La multiplication est aussi bien définie. Montrons que, muni de cette addition et cette multiplication,
l’ensemble quotient A×A∗/R a une structure de corps.
— (A × A∗/R,+) est un groupe abélien. L’addition est commutative et associative car (A,+) est un

groupe commutatif. L’élément neutre est
0

1
. En effet

a

b
+

0

1
=
a

b
. Notons que

0

1
=

0

b
pour tout b 6= 0.

L’opposé de
a

b
est
−a
b
.

— La multiplication est commutative, associative, distributive par rapport à l’addition. L’élément neutre

est
1

1
et le symétrique de

a

b
avec a 6= 0 est

b

a
.

On a bien muni l’ensemble quotient d’une structure de corps. Ce corps est appelé le corps des fractions de
A. En particulier, si nous prenons pour A l’anneau Z, son corps des fractions est le corps Q des nombres
rationnels.

1.3.2 Le quotient d’un anneau par un idéal maximal

Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Notons par π : A → A/I la projection canonique.
Rappelons que A/I est l’anneau quotient correspondant à la relation d’équivalence dans A :

xRy ⇐⇒ x− y ∈ I.

L’idéal I est dit maximal si I 6= A et s’il est maximal pour l’inclusion, c’est-à-dire si J est un idéal de A
vérifiant A 6= J et I ⊆ J , alors J = I. Rappelons que le lemme de Krull précise que tout idéal I de A, tel
que I 6= A est contenu dans un idéal maximal.

Proposition 7 Soit A un anneau et I un idéal de A. Alors l’anneau quotient A/I est un corps si et
seulement si I est un idéal maximal de A.

Démonstration. Supposons que A/I soit un corps et considérons un idéal J tel que I ⊂ J ⊆ A. Il existe
a ∈ J tel que a /∈ I. Soit aA = {ax, x ∈ A} l’idéal de A engendré par a. Il est clair que aA ⊆ J et
π(aA) 6= 0. Montrons que π(aA) est un idéal de A/I. On a pour tout x, y ∈ A,

π(ax)π(y) = π(axy)

et donc π(ax)π(y) ∈ π(aA) pour tout y ∈ A. Donc π(aA) est un idéal de A/I. Mais par hypothèse A/I est
un corps, ses seuls idéaux sont donc {0} et A/I. Si π(aA) = {0}, alors aA ⊂ I ce qui est n’est pas possible.
Donc π(aA) = A/I et J = A ce qui montre que I est maximal. Inversement, supposons que I soit un idéal
maximal de A. Soit J un idéal non nul de A/I et soit J le sous-ensemble de A constitué des éléments x ∈ A
tels que π(x) ∈ J. Si J = A alors J = A/I. Sinon, soit x ∈ J et y ∈ A. Alors π(xy) = π(x)π(y) ∈ J car
π(x) ∈ J qui est un idéal de A/I. Ainsi xy ∈ J et J est un idéal de A vérifiant J 6= A. Or J contient I
car tout x ∈ I vérifie π(x) = 0 ∈ J . Comme I est maximal, alors J = I et J = {0}. On en déduit que tout
idéal de A/I est soit nul, soit égal à A/I. D’après la Proposition 1, A/I est un corps.
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1.3.3 Les corps de rupture d’un polynôme

Soient K un corps commutatif et K[X] l’anneau des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans
K. Cet anneau est commutatif, unitaire et euclidien. Il est donc principal et intègre. Soit I un idéal de
K[X]. Comme les idéaux sont principaux, il existe un élément mI de K[X] tel que I = {PmI , P ∈ K[X]}.
Ce polynôme mI est de degré minimal dans I. Si on le suppose unitaire, le coefficient de plus haut degré
est égal à 1, alors un tel générateur de I est unique.

Lemme 2 Les éléments inversibles de K[X] sont les polynômes non nuls de degré 0.

Démonstration. Il est clair que tout élément non nul de K considéré comme un polynôme de K[X] de degré
0 est inversible dans K[X]. Soit P ∈ K[X] de degré n, n ≥ 1. Si P est inversible, il existe Q ∈ K[X] tel
que PQ = e. Si m est le degré de Q, on a donc nm = 0 et donc m = 0. Mais ceci implique que P , qui est
l’inverse de Q soit aussi de degré 0.

Définition 7 Un polynôme P ∈ K[X] est dit irréductible si

1. Son degré est supérieur ou égal à 1,

2. Ses seuls diviseurs non constants dans K[X] sont les polynômes aP avec a ∈ K, a 6= 0.

Soit P ∈ K[X]. Notons par (P ) l’idéal principal de K[X] engendré par P .

Proposition 8 Si P est un polynôme irréductible de K[X], alors l’idéal (P ) est maximal.

Démonstration. En effet, si (P ) n’est pas maximal, il est contenu dans un idéal I tel que I 6= K[X]. Comme
l’anneau K[X] est principal, I est un idéal principal. Il existe donc Q ∈ K[X] tel que I = (Q). Comme
(P ) ⊂ (Q) , alors P ∈ (Q), et il existe un polynôme R tel que P = QR. Si l’inclusion (P ) ⊂ (Q) est stricte,
le polynôme R est de degré au moins égal à 1 est P n’est pas irréductible, ce qui est contraire à l’hypothèse.

Conséquence. Si P est un polynôme irréductible de K[X], alors l’anneau quotient K[X]/(P ) est un corps.

Soit π : K[X] → K[X]/(P ) la projection canonique. C’est un homomorphisme d’anneaux surjectif. Le
corps K considéré comme l’ensemble des polynômes de K[X] de degré 0 est un sous-anneau de K[X]. La
restriction de π à K est injective. En effet, soient α, β ∈ K. Si π(α) = π(β), alors π(α−β) = 0 et α−β ∈ (P ).
Comme P est de degré au moins égal à 1, on en déduit α− β = 0 et cette restriction est injective. On peut
donc considérer K comme un sous-corps de K[X]/(P ). Le corps K[X]/(P ) contenant K est appelé un corps
de rupture du polynôme irréductible P . Nous étudierons en détail ce corps dans les chapitres qui suivent.
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1.4 Quelques corps particuliers

1.4.1 Corps ordonnés

Définition 8 Soit K un corps commutatif et soit ≤ une relation d’ordre sur K. On dit que (K,≤) est un
corps ordonné si

1. Le groupe additif (K,+) est un groupe ordonné pour ≤, c’est-à-dire pour tout a, b, c ∈ K, on a

a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c,

2. La relation d’ordre est compatible avec la multiplication, c’est-à-dire, pour tout a, b ∈ K, on a

a ≥ 0, b ≥ 0 =⇒ ab ≥ 0.

Par exemple, le corps des nombres réels R est un corps ordonné pour la relation d’ordre usuelle. Un corps
ordonné est nécessairement de caractéristique 0. En effet tous les éléments 0, e, e + e, e + e + e, · · · sont
distincts. En particulier, un corps ordonné est infini.

Proposition 9 Tout sous-corps d’un corps ordonné est aussi ordonné pour la relation d’ordre induite.
En particulier, le sous-corps premier d’un corps ordonné est isomorphe à Q.

Démonstration. La première partie est évidente. Comme tout corps ordonné est infini et donc de caracté-
ristique 0, son corps premier est isomorphe à Q qui est donc aussi ordonné.

Proposition 10 Dans un corps ordonné, tous les carrés sont positifs, c’est-à-dire

a2 ≥ 0

pour tout a ∈ K.

Démonstration. Montrons tout d’abord que e est positif (e ≥ 0). En effet, si e ≤ 0, alors −e ≥ 0 et
e(−e) = −e ≤ 0 ce qui contredit notre hypothèse. Ainsi e ≥ 0. Considérons à présent a ∈ K. Si a ≥ 0, alors
aa = a2 ≥ 0. Si a ≤ 0, alors −a ≥ 0 et a2 = (−a)(−a) ≥ 0. Ainsi a2 ≥ 0 pour tout a ∈ K.

Définition 9 Un corps ordonné K est dit archimédien si pour tout a ∈ K, il existe deux éléments m et n
du sous-corps premier Q de K tels que

m ≤ a ≤ n.

Un corps qui ne vérifie pas cette propriété est dit non archimédien.
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1.4.2 Corps algébriquement clos

Soit K un corps commutatif et soit K[X] l’anneau des polynômes à une indéterminée à coefficients dans
K. Si P = a0 + a1X + · · ·+ anX

n est un élément de K[X] et si α ∈ K, on note par P (α) le scalaire

P (α) = a0 + a1α+ · · ·+ anα
n.

Définition 10 Le scalaire α ∈ K est appelé racine du polynôme P s’il vérifie P (α) = 0.

Exemples
1. Tout polynôme du premier degré P = a0 + a1X, avec a1 6= 0, admet une racine α = −a0a

−1
1 .

2. Un polynôme réel P = a0 + a1X + a2X
2 ∈ R[X] de degré 2 admet une racine si et seulement si son

discriminant
∆ = a2

1 − 4a0a2

vérifie
∆ ≥ 0.

3. Tout polynôme P ∈ R[X] de degré impair admet une racine.

Définition 11 Un corps commutatif K est dit algébriquement clos si tout polynôme P ∈ K[X] non
constant admet au moins une racine dans K.

D’après les exemples ci-dessus, les corps R ou Q ne sont pas algébriquement clos.

Théorème 1 (Théorème de d’Alembert). Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Démonstration. Il existe plusieurs démonstration de ce théorème, également appelé Théorème Fondamental
de l’Algèbre. La démonstration la plus simple est probablement celle basée sur le théorème de Liouville
dans la théorie des fonctions d’une variable complexe. Soit P ∈ C[X]. Supposons que P n’ait pas de racine
dans C. Alors, pour tout z ∈ C, P (z) 6= 0 et la fonction g(z) = 1/P (z) est une fonction entière bornée non
constante. Or toute fonction entière bornée est constante. D’où la contradiction.

1.5 Les corps de nombres

1.5.1 Le corps Q des nombres rationnels

Par définition, le corps Q des nombres rationnels est le corps des fractions de l’anneau Z. Nous avons vu
qu’il est isomorphe à tout sous-corps premier d’un corps de caractéristique 0. Il n’est pas algébriquement
clos. Considérons par exemple le polynôme rationnel 1 + X2. S’il admettait une racine rationnelle α =

p

q
avec p, q ∈ Z et q 6= 0, alors α2 + 1 = 0 donnerait p2 + q2 = 0 soit p = q = 0 ce qui est impossible. C’est
aussi un corps totalement ordonné archimédien, la relation d’ordre total prolongeant la relation d’ordre
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naturel de Z. Notons enfin qu’il existe dans Q des parties majorées non vide ne possédant pas de borne
supérieure. Prenons par exemple la partie A = {a ≤ 0 ∈ Q, a2 < 2}. Cette partie de Q est non vide et
majorée, par exemple, par 2. Elle ne possède pas de borne supérieure. Rappelons qu’une borne supérieure
d’une partie A est un élément de Q qui est le plus petit des majorants. Si cette borne supérieure existe,
elle est unique. Si cette borne supérieure est dans A, c’est le plus grand élément de A. Supposons que
A = {a ≤ 0 ∈ Q, a2 < 2} possède une borne supérieure α. Montrons dans un premier temps que A ne
possède pas de plus grand élément. En effet si β est un tel élément, alors il vérifie β2 < 2. Il existe un entier
n tel que 2− β2 > 10−n. Posons b = β + 10−n−1. Cet élément vérifie b > β. Comme β < 2, alors

b2 = β2 + 2β.10−n−1 + 10−2n−2 < β2 + 2β.10−n−1 + 10−n−1 < β2 + 5.10−n−1 < β2 + 10−n < 2.

Donc b ∈ A. Mais nous avons vu que b > β et β est le plus grand élément de A. On a donc une
contradiction et A n’a pas de plus grand élément . Comme A ne possède pas de plus grand élément, α2 > 2.
Il existe un entier n tel que α2 − 2 > 10−n. On pose z = α − 10−n−1. On remarque que z2 < 2. Si x ≥ z,
alors

x2 ≥ z2 = α2 − 2α.10−n−1 + 10−2n−2 > α2 − 2α.10−n−1 > α2 − 10−n > 2

et x /∈ A. Ainsi tout élément de A est inférieur à est inférieur à z . Donc z est un majorant de A. Mais par
hypothèse, z < α Ceci contredit la définition de α. Ainsi la partie A n’a pas de borne supérieure.

1.5.2 Le corps R des nombres réels

Le corps des réels se définit à partir de Q mais par des approches plutôt reliées à l’analyse qu’à l’algèbre.
En effet, un des défauts majeurs de Q pour faire de l’analyse (étude des fonctions d’une variable rationnelle,
suites et séries rationnelles) est du au fait que Q n’est pas complet pour la distance usuelle. D’où l’idée de
"grossir" Q de manière minimale afin d’obtenir un corps complet dans lequel Q se plonge naturellement. Il
existe donc plusieurs voies de construction du corps des réels. La première est de construire le plus petit
corps contenant Q contenant toutes les limites des suites de Cauchy. On préfère ici une approche plus
algébrique basée sur les coupures de Dedekind.

Définition 12 On appelle coupure de Q, toute partition (A1, A2) de l’ensemble des nombres rationnels
en deux sous-ensembles tels que tout élément de A1 soit strictement inférieur à tout élément de A2.

Exemples
1. Tout nombre rationnel r permet de définir une coupure : A1 = {s ∈ Q, s ≤ r}, A2 = {s ∈ Q, s ≥ r}

et (A1, A2) est une coupure de Q. Notons que dans ce cas, A1 admet r comme plus grand élément.
2. L’existence d’un plus grand élément dans A1 pour une coupure quelconque (A1, A2) n’est pas en

général assurée. Prenons par exemple la coupure suivante donnée par A2 = {s ∈ Q, s > 0, s2 ≤ 2}, et
A1 = Q−A2 son complémentaire. D’après le paragraphe précédent, A1 n’a pas de plus grand élément
.

Remarque Considérons une coupure (A1, A2) de Q. Le sous-ensemble A1, que l’on peut supposer non
vide et non égal à Q, vérifie
— Soit r ∈ A1. Si s ∈ Q vérifie s < r, alors s ∈ A1. En effet, si s ∈ A2, tout élément de A1 doit être

inférieur à s, ce qui est contraire à notre hypothèse.
— Si r ∈ A1, il existe s ∈ A1 tel que s < r. En effet, dans le cas contraire, tout élément s vérifiant s < r

serait dans A2 ce qui est impossible.
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Inversement, tout sous-ensemble A1 vérifiant les propriétés ci-dessus définit une coupure (A1,Q−A1).

Notons par R l’ensemble des coupures de Q.
Définition d’une addition dans R. Soient (A1, A2) et (B1, B2) deux coupures de Q. Posons

(A1, A2) + (B1, B2) = (C1, C2)

avec
C1 = {r + s, r ∈ A1, s ∈ B1}

et C2 = Q−C1. Le couple (C1, C2) définit une coupure de Q. En effet, supposons qu’il existe t2 ∈ C2 inférieur
à un élément r+ s de C1. On a alors t2− s < r ce qui implique t2− s ∈ A1. D’où t2 = (t2− s) + s ∈ C1 ce
qui est impossible. L’addition est bien une opération interne dans R. Vérifions que cette addition munit R
d’une structure de groupe abélien.
— L’addition est associative et commutative. Ceci se déduit des propriétés de l’addition dans Q.
— Soit (0,Q− 0) la coupure associée au rationnel 0 ∈ Q. rappelons que

0 = {s ∈ Q, s < 0}.

Alors (0,Q−0) est élément neutre de l’addition dans R. En effet, soit r+s un rationnel tel que r ∈ A1

et s ∈ 0.
— Tout élément (A1, A2) ∈ R admet un opposé. Considérons le sous-ensemble, noté −A1 définit par

−A1 = {s ∈ Q, s+ r < 0, ∀r ∈ A1}.

Ce sous-ensemble définit une coupure (−A1,Q− (−A1)) de Q. En effet A1 est non vide car si u ∈ A2,
alors u > r pour tout r ∈ A1 et donc r− u < 0 et (−u) ∈ −A1. Soit t /∈ −A1. Il existe r ∈ A1 tel que
t+ r ≥ 0. Ainsi t+ r ≥ 0 > r+ s pour tout s ∈ −A1 et donc t > s pour tout s ∈ −A1 On a donc bien
une coupure. Elle vérifie

(A1, A2) + (−A1,Q− (−A1)) = (0,Q− 0).

En effet, si r ∈ A1 et s ∈ −A1 alors, par définition de −A1, r + s < 0 et donc r + s ∈ 0).
Définition d’une multiplication dans R. Considérons, dans un premier temps, deux coupures (A1, A2),
(B1, B2), les sous-ensembles A1, B1 vérifiant les conditions de la Remarque (1.5.2), telles qu’il existe a, b ∈ Q,
a > 0, b > 0 et a ∈ A1 et b ∈ B1. On pose alors, dans ce cas

(A1, A2).(B1, B2) = (C1, C2)

avec
C1 = {x ∈ Q, ∃a > 0 ∈ A1,∃b > 0 ∈ B1, x ≤ ab}.

On vérifie sans peine que C1 vérifie les conditions de la Remarque (1.5.2) et donc (C1, C2) est bien une
coupure de Q. Posons également

(A1, A2).(0,Q− 0) = (0,Q− 0).(A1, A2) = (0,Q− 0).

Etendons la définition de ce produit à toutes les coupures de la façon suivante :
— (−(A1, A2)).(B1, B2) = (A1, A2).(−(B1, B2)) = −((A1, A2).(B1, B2)),
— (−(A1, A2)).(−(B1, B2)) = (−(A1, A2)).(−(B1, B2)) = (A1, A2).(B1, B2)

où −(A1, A2) désigne l’opposé de la coupure (A1, A2).

Cette multiplication vérifie les propriétés suivantes :
— Elle est commutative.
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— La coupure (1,Q− 1) est élément neutre.
— Toute coupure différente de (0,Q− 0) admet un inverse. En effet, supposons dans un premier temps

que (A1, A2) est une coupure telle que A1 contienne un élément a > 0. Considérons le sous-ensemble

B1 = {x ∈ Q, xa ≤ 1 ∀a > 0 ∈ A1}.

Il vérifie les conditions de la Remarque (1.5.2) et (B1, B2 = Q − B1) est une coupure. Par définition
de B1, on a bien (A1, A2).(B1, B2) = (1,Q− 1). On la note dans ce cas, (A1, A2)−1. Si A1 ne contient
aucun élément positif, alors on pose

(A1, A2)−1 = −(−A1, A2)−1.

— La multiplication est distributive par rapport à l’addition. On vérifie cette identité sur les coupures
(A,A′) telles que A contienne un élément positif. En effet, dans ce cas (A1, A2).((B1, B2)+(C1, C2)) =
(D1, D2) avecD1 = {x ∈ Q,∃a > 0 ∈ A1, b > 0 ∈ B1, c > 0 ∈ C1, x ≤ a(b+c)}. Mais a(b+c) = ab+ac.
Ainsi (D1, D2) correspond à la coupure (A1, A2).(B1, B2) + (A1, A2).(C1, C2). Les autres cas s’en
déduisent.

Conséquence. R est un corps commutatif.

Nous pouvons munir R d’une relation d’ordre compatible avec la structure de corps en posant

(A1, A2) ≤ (B1, B2)⇐⇒ A1 ⊂ B1.

Pour cette relation d’ordre total, la propriété d’Archimède est vérifiée.

Conséquence. R est un corps commutatif totalement ordonné archimédien.

Proposition 11 Toute partie non vide et majorée de R admet un plus petit majorant.

Cette proposition fondamentale est assi connue sous le nom de l’axiome de la borne supérieure. Soient E
un ensemble ordonné et A une partie de E non vide et majorée. Si l’ensemble des majorants de A admet un
élément minimum m, alors m est appelé borne supérieure de A. On dit que E satisfait l’axiome de la borne
supérieure, si toute partie non vide majorée de E admet une borne supérieure. La proposition précédente
précise que R, comme corps totalement ordonné, vérifie cette propriété.
Démonstration. Tout d’abord, pour simplifier les notations, nous désignerons par une simple lettre (grecque
par exemple) les éléments de R, ainsi α ∈ R désignera une coupure (A,B) de Q, en supposant de plus que
A qui est non vide et distinct de Q vérifie les conditions :

1. Si r ∈ A et si s ∈ Q est tel que s < r, alors s ∈ A,
2. pour tout s ∈ A, il existe r ∈ A tel que s < r.

La relation d’ordre s’interprète ainsi. Soient α, β ∈ R tels que α 6= β. Alors α < β si et seulement si les
coupures correspondantes (A,B) et (A′, B′) vérifient A ⊂ A′. Montrons que R vérifie la propriété de la
borne supérieure. Soit X une partie non vide majorée de R. Soit β =

⋃
α∈A

α. Alors β correspond à une

coupure non vide car elle contient A. Si γ est un majorant de A, alors β < γ ce qui implique que la coupure
correspondant à β n’est pas égale à Q. Ainsi tout majorant de A est supérieur à γ et donc γ est une borne
supérieure.



18 CHAPITRE 1. CORPS. GÉNÉRALITÉS

Théorème 2 R est un corps commutatif, totalement ordonné, archimédien et satisfaisant la propriété de
la borne supérieure.

Il existe une autre construction du corps des réels à partir de celui des rationnels. La construction
précédente est essentiellement basée sur le fait que Q ne possède pas la propriété de la borne supérieure,
son extension R possède les propriétés basiques de Q, relation d’ordre adaptée, Archimède, mais, c’est le
point fondamental, vérifie la propriété de la borne supérieure. La deuxième construction part du constat
qu’il existe sur Q des suites de Cauchy qui ne convergent pas. L’idée est donc de construire une extension
de Q dans laquelle toutes les suites de Cauchy, en particulier celles de Q, convergent.

Définition 13 On appelle suite de Cauchy dans Q toute suite (un) telle que

∀ε ∈ Q, ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀p, q ∈ N, p, q > n0 −→ |up − uq| < ε.

Par exemple, toute suite dans Q qui est convergente est une suite de Cauchy. Ceci est en général démontré
dans le cours d’analyse de première année. Mais la réciproque est fausse. Considérons, par exemple, la suite
des rationnels construite ainsi : un est le plus grand rationnel positif comportant n chiffres après la virgule
et tel que son carré soit strictement inférieur à 2. Cette suite ne converge pas, en effet sa limite devrait
vérifier l2 = 2 et il n’existe aucun rationnel vérifiant cette égalité. Par contre, on montre que cette suite est
de Cauchy. Il existe donc des suites de Cauchy dans Q qui ne converge pas. Notons, toutefois, que toute
suite de Cauchy est bornée.
Considérons l’ensemble E des suites de Cauchy dans Q. Cet ensemble est non vide et muni de l’addition et

de la multiplication terme à terme des suites, E est un anneau commutatif unitaire. Soit I le sous-ensemble
de E constitué des suites de Cauchy qui convergent vers 0. C’est un sous-anneau de E. Soit u ∈ E et v ∈ I.
Comme u est une suite de Cauchy, elle est bornée et le produit des suites u et v, comme v tend vers 0, tend
aussi vers 0. Ainsi uv ∈ I et I est un idéal de E.

Lemme 3 I est un idéal maximal de E.

Démonstration. Soit J un idéal de E contenant strictement I. Il existe une suite u = (un) ∈ J qui ne
converge pas vers 0. Nous allons montrer que la suite v définie par vn = u−1

n est bien définie et appartient
à E. Comme la suite u ne tend pas vers 0, à partir d’un certain rang, les termes un sont non nuls et donc
u−1
n est bien défini. On a ∣∣∣∣ 1

up
− 1

uq

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣uq − upupuq

∣∣∣∣ .
Or, soit ε1 donné. Il existe n1 tel que pour tout n > n1, on ait |un| > ε1. De même, comme u est de
Cauchy, pour ε2 donné, il existe n2 tel que pour tout p, q > n2 on ait |uq − up| < ε2. Ainsi, pour tout
p, q > Max(n1, n2), on a ∣∣∣∣ 1

up
− 1

uq

∣∣∣∣ < ε2
ε21
.

Prenons ε2 = ε31. On en déduit ∣∣∣∣ 1

up
− 1

uq

∣∣∣∣ < ε1
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et la suite 1
un

est de Cauchy. Comme J est un idéal, le produit des suites (un) et (u−1
n ) est dans J . Ainsi J

contient l’élément neutre donnée par la suite constante (1). Donc J = E. Ceci montre que I est maximal.

Conséquence. L’anneau quotient E/I est un corps. Par construction, il est commutatif. On démontre,
mais nous ne le ferons pas dans l’immédiat, que ce corps est totalement ordonné, archimédien et complet.
De là, on en déduit, non sans difficulté, qu’il vérifie la propriété de la borne supérieure. Ainsi ce corps est
isomorphe à R.

1.5.3 Le corps des nombres complexes

Considérons sur R2, la structure de groupe abélien additif associé à l’addition

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′).

Si nous considérons comme multiplication, le produit composantes par composantes, c’est-à-dire

(x, y) ∗ (x′, y′) = (xx′, yy′)

le triplet (R2,+, ∗) est un anneau unitaire, mais n’est pas un corps, l’élément (1, 0), par exemple, n’a pas
d’inverse. Par contre, si nous définissons le produit par

(x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + x′y)

alors le triplet, noté C, est un corps commutatif. En effet, on montre aisément que le produit est associatif,

distributif par rapport à l’addition et l’inverse de (x, y) 6= (0, 0) est
(

x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)
. Le sous-ensemble

constitué des paires (x, 0) avec x ∈ R est un sous-corps isomorphe à R.
Pour retrouver les notations classiques, nous poserons i = (0, 1) et par abus, on écrira, pour tout x ∈ R,

x = (x, 0). Ainsi le nombre complexe (tout élément de C) z = (x, y) s’écrit

z = x+ iy

et x est appelée la partie réelle de z et y sa partie imaginaire. Notons que i vérifie

i2 = (−1, 0) = −1.

Ainsi, dans le corps des complexes, le polynôme X2 + 1 a au moins une racine et n’est pas irréductible.
Rappelons, toutefois, que X2 + 1 est irréductible en tant que polynôme réel.

Proposition 12 Le corps C des nombres complexes est isomorphe au corps de rupture R[X]/(X2 + 1) du
polynôme irréductible X2 + 1.

Démonstration. Considérons le corps de rupture R[X]/(X2 + 1) du polynôme réel irréductible X2 + 1.
Notons par I la classe, dans ce quotient, du polynôme X. Chaque élément de R[X]/(X2 + 1) s’écrit de
manière unique a+ bI avec a, b ∈ R. L’addition et la multiplication sont données par{

(a+ bI) + (c+ dI) = (a+ c) + (b+ d)I,
(a+ bI)(c+ dI) = (ac− bd) + (ad+ bc)I.

On en déduit que l’application
f : C→ R[X]/(X2 + 1)

définie par f(a+ ib) = a+ bI est un isomorphisme de corps.
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1.5.4 Le corps des quaternions

Considérons sur R4, la structure de groupe abélien additif associé à l’addition

(x1, x2, x3, x4) + (x′1, x
′
2, x
′
3, x
′
4) = (x1 + x′1, x2 + x′2, x3 + x′3, x4 + x′4).

Définissons la multiplication par

(x1, x2, x3, x4) · (x′1, x′2, x′3, x′4) = (y1, y2, y3, y4)

avec 
y1 = x1x

′
1 − x2x

′
2 − x3x

′
3 − x4x

′
4,

y2 = x1x
′
2 + x2x

′
1 + x3x

′
4 − x4x

′
3,

y3 = x1x
′
3 + x3x

′
1 − x2x

′
4 + x4x

′
2,

y4 = x1x
′
4 + x4x

′
1 + x2x

′
3 − x3x

′
2.

Alors le triplet (R4,+, ·), noté H, est un corps non commutatif. Nous laissons le lecteur vérifier que cette
multiplication est associative. Comme ce produit est défini par une application bilinéaire à valeurs dans
R4, le produit est distributif par rapport à l’addition. Son élément neutre est e = (1, 0, 0, 0). L’inverse de
(x1, x2, x3, x4), supposé non nul, est l’élément (y1, y2, y3, y4) donné par

y1 =
x1

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

,

y2 =
−x2

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

,

y3 =
−x3

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

,

y4 =
−x4

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

.

Ainsi H est un corps. Posons

1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1).

Tout élément de H, appelé nombre quaternion, s’écrit donc

z = x11 + x2i+ x3j + x4k.

Comme ij = k, jk = i, ki = j et ji = −k, kj = −ji ik = −j, ce corps n’est pas commutatif.

Proposition 13 Le corps des quaternions H contient un sous-corps isomorphe à C.

Démonstration. Soit K l’ensemble des quaternions de la forme (x1, x2, 0, 0). Alors K est un sous-corps de
H isomorphe à C. En effet, si (x1, x2, 0, 0), (x′1, x

′
2, 0, 0) sont des éléments de K, alors

— (x1, x2, 0, 0)− (x′1, x
′
2, 0, 0) = (x1 − x′1, x2 − x′2, 0, 0) ∈ K,

— (x1, x2, 0, 0).(x′1, x
′
2, 0, 0) = (x1x

′
1 − x2 − x′2, x1x

′
2 + x2x

′
1, 0, 0) ∈ K,

— L’inverse de (x1, x2, 0, 0) est
(

x1

x2
1 + x2

2

,
−x2

x2
1 + x2

2

, 0, 0

)
. Il appartient aussi à K
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Donc (K,+, ·) est un sous-corps de H. Soit l’application

f : C→ K

définie par
f(x1 + ix2) = (x1, x2, 0, 0).

Cette application est bijective et vérifie

f(z + z′) = f(z) + f(z′), f(zz′) = f(z)f(z′)

pour tout z, z′ ∈ C. Donc f est un isomorphisme de corps de (C,+, ·) sur (K,+, ·).

Remarques
1. On appelle algèbre sur un corps commutatif K un espace vectoriel A muni d’une multiplication distri-

butive par rapport à l’addition. Si cette multiplication est associative, on parlera d’algèbre associative.
Pour une étude approfondie des algèbres, on pourra se référer à l’ouvrage

ALGEBRE MULTILINEAIRE
http ://ramm-algebra-center.monsite-orange.fr/index.html

ou
http ://www.livres-mathematiques.fr/accueil.html

En particulier, si A est une algèbre associative, alors A est un anneau pour l’addition et la multipli-
cation. On peut donc s’intéresser aux structures d’algèbres associatives sur l’espace vectoriel Rn. En
particulier, parmi ces structures d’algèbres associatives sur Rn, en existe-t-il dont l’anneau A soit un
corps. La réponse est positive, déjà pour n = 1, R est un R-espace vectoriel de dimension 1 qui est
aussi un corps. Nous avons vu que R2 muni de la multiplication des nombres complexes est aussi un
corps commutatif. Enfin, R4 muni de la multiplication des quaternions, est aussi un corps. En fait, ce
sont les seuls cas possibles.

2. On appelle algèbre de composition sur un corps commutatif K, une algèbre A non nécessairement
associative vérifiant
(a) La multiplication est unitaire. On notera 1 cet élément neutre.
(b) Il existe une forme quadratique non dégénérée q sur l’espace vectoriel sous-jacent à A telle que

q(1) = 1 et telle que, quels que soient les éléments x, y ∈ A,

q(xy) = q(x)q(y).

Pour une telle algèbre de composition, on note pour tout x, y ∈ A,

N(x) = q(x), T (x) = N(x+ 1)−N(x)− 1

Les applications N et T sont en général appelées respectivement norme et trace et T est une forme
linéaire non nulle sur A. On vérifie l’identité, pour tout élément x ∈ A, on a

x2 − T (x)x+N(x) = 0.

On a le résultat suivant

Proposition 14 Toute algèbre de composition associative sur R est de dimension 1, 2 ou 4 et est
isomorphe soit à R, soit à C soit à H.

On retrouve donc le résultat de la remarque précédente.
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1.5.5 Le corps des nombres p-adiques

Soit p un nombre premier fixé dans tout ce paragraphe. L’anneau Z/pZ est un corps. Soit n ∈ N un entier
non nul. Dès que n > 1, l’anneau Z/pnZ n’est pas intègre et n’est pas un corps. Notons par r(n) la classe
de l’élément r ∈ Z dans Z/pnZ. Considérons l’application

ϕn : Z/pnZ→ Z/pn−1Z

définie par
ϕn(r(n)) = r(n−1).

Cette application est bien définie car si s ∈ r(n), alors il existe un entier k tel que s = r + kpn. On a donc
s = r + kppn−1 et donc s ∈ r(n−1). L’application ϕn est un homomorphisme d’anneau surjectif. Son noyau
est l’ensemble des classes r(n) telles que r(n−1) = 0, c’est-à-dire r = kpn−1.
Exemple. Prenons p = 3. Alors

ϕ2 : Z/9Z→ Z/3Z

vérifie ϕ2(0
(2)

) = ϕ2(3
(2)

) = ϕ2(6
(2)

) = 0
(1), ϕ2(1

(2)
) = ϕ2(4

(2)
) = ϕ2(7

(2)
) = 1

(1) et ϕ2(2
(2)

) = ϕ2(5
(2)

) =

ϕ2(8
(2)

) = 2
(1).

Définition 14 On appelle anneau des entiers p-adiques, l’anneau noté Zp et constitué des suites

x = (· · · , xn, · · · , x1)

telles que {
xn ∈ Z/pnZ,
ϕn(xn) = xn−1, n ≥ 2,

L’addition et la multiplication de cet anneau sont définies composantes par composantes.

Par exemple, pour p = 3, la suite (· · · , 1(n)
, 1

(n−1)
, · · · , 1(2)

, 1
(1)

) est un entier 3-adique.

Proposition 15 Un élément x = (· · · , xn, · · · , x1) de Zp est inversible si et seulement si aucune des
composantes xn n’est divisible par p.

Démonstration. Déterminons les éléments inversibles de Z/pnZ. Soit x ∈ Z/pnZ. Notons encore par x un re-
présentant dans Z vérifiant 0 ≤ x ≤ pn−1. Ecrivons ce nombre en base p. Il existe des entiers x0, x1, · · · , xn−1

tels que pour tout i = 0, · · · , n− 1 on ait 0 ≤ xi ≤ p− 1 et

x = x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·+ xn−1p

n−1.

Ainsi x ∈ Z/pnZ est inversible si et seulement si x0 6= 0. Ceci est équivalent à dire que x n’appartient pas
à l’idéal principal (p) engendré par p dans Z/pnZ. Soit

π0 : Z/pnZ→ Z/pZ

la surjection canonique. Alors x est inversible dans Z/pnZ si et seulement si π0(x) est inversible dans Z/pZ.
Considérons à présent un entier p-adique x ∈ Zp. Il s’écrit x = (· · · , xn, · · · , x1) et x est inversible si et
seulement si chacune des composantes xn est inversible soit, d’après ci-dessus xn /∈ (p).
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Corollaire 2 Soit U le groupe des éléments inversibles de Zp. Tout élément x ∈ Zp non nul s’écrit de
manière unique x = pnu avec u ∈ U .

Démonstration. Considérons la surjection

εn : Zp → Z/pnZ

qui à x fait correspondre sa composante xn ∈ Z/pnZ. Il est clair que tout élément x tel que xn ∈ (pn) vérifie
εn(x) = 0 Mais ceci implique xi = 0 pour i < n et xi ∈ (pn) pour tout i > n. Ainsi le noyau de εn contient
tous les entiers p-adiques dont les composantes sont dans les idéaux (pn) de chaque Z/pkZ. Inversement,
supposons que chaque composante xi soit dans (pn). On a donc xi = pnyi avec yi = 0 pour i < n. Posons
yi = zi−p pour i ≥ n. Alors xi = pnzi−n et la suite (zi) définie un entier p-adique qui est inversible. D’où la
proposition.

Remarque. L’anneau Zp est intègre.

Définition 15 On appelle corps des nombres p-adiques, et on le note Qp, le corps des fractions de l’anneau
Zp des entiers p-adiques.

Pour tout entier p-adique x non nul, il existe n ∈ N et un entier p-adique inversible u tel que x = pnu.
Posons

vp(x) = n.

et vp(0) = +∞. Cette application vp vérifie{
vp(xy) = vp(x)vp(y)
vp(x+ y) ≥ Inf(vp(x), vp(y)).

On dit que vp est une valuation. Ceci permet de définir une distance sur Zp par

d(x, y) = evp(x−y).

Il est aisé d’étendre cette distance à Qp. En effet, tout élément non nul de Qp s’écrit de manière unique pnu
avec u ∈ U et p ∈ Z. On pose également vp(x) = n. Cette application est à valeurs dans Z et vp(x) ≥ 0 si
et seulement si x est un entier p-adique. On posera également dans Qp :

d(x, y) = evp(x−y).

Muni de cette distance Qp est un corps complet dans lequel Q est dense.
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1.6 EXERCICES

Exercice 1. Soit A un anneau unitaire tel que A∗ = A− {0} soit un groupe multiplicatif. Montrer que A
est un corps.

Exercice 2. Montrer qu’un anneau A est un corps si et seulement si il a au moins deux éléments et pour
tout a ∈ A∗ et tout b ∈ A, chacune des équations{

ax = b,
ya = b

possède au moins une solution dans A.

Exercice 3. Montrer que tout anneau intègre ayant un nombre fini d’éléments est un corps.

Exercice 4.
1. Montrer que tout élément A du corps des quaternions H s’écrit de manière unique :

A = a1 + bI + cJ + dK

avec a, b, c, d ∈ R où

1 =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 −1
1 0

)
, K =

(
0 −i
−i 0

)
.

2. Etablir la table de multiplication concernant les éléments 1, I, J,K.
3. Soit A = a1 + bI + cJ + dK un élément de H. On pose A = a1− bI − cJ − dK. Démontrer quelques

propriétés de l’application A→ A, appelée conjugaison.
4. On considère H comme un espace vectoriel rśel de dimension 4. Montrer que l’application

A→
√
AA

est bien définie et est une norme.

Exercice 5. On désigne par Q(
√

2) l’ensemble des nombres réels de la forme

a+ b
√

2

avec a, b ∈ Q. Montrer que Q(
√

2) est un sous-corps de R contenant Q.

Exercice 6. Soient K1 et K2 deux corps. Soit f K1 → K2 un homomorphisme non nul de corps.
1. Montrer que f est injectif.
2. On suppose maintenant K1 = K2 et que ce corps soit fini. Montrer alors que f est bijectif.

Exercice 7. Déterminer à isomorphisme près tous les corps de cardinalité 2 ou 3 ou 6.

Exercice 8. Soient A un anneau intègre unitaire et K un corps commutatif. Soit f : A → K un homo-
morphisme d’anneau unitaire. Montrer que f se prolonge de manière unique en un homomorphisme de
corps

f∗ : KA → K

où KA est le corps des fractions de A.
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Exercice 9. Soit K un corps fini. Montrer que l’homomorphisme de Frobenius est un automorphisme.
Déterminer cet automorphisme lorsque K = Z/pZ, p étant premier.

Exercice 10. Montrer que le polynôme P = X2 +X + 1 est irréductible dans Z/2Z. Posons θ = π(X) où
π : K[X] → K[X]/(P ) est la surjection canonique. Déterminer en fonction de θ les éléments du corps de
rupture de P . Ecrire les tables d’addition et de multiplication de ce corps.

Exercice 11. Soit K un corps commutatif ordonné. Montrer que tout élément a ∈ K vérifie a ≥ 0 ou
−a ≥ 0. Montrer que si a et b sont des éléments non nuls, alors

a ≤ b, a ≥ 0, b ≥ 0 =⇒ b−1 ≤ a−1.

Exercice 12. Montrer que le corps C des nombres complexes n’est pas ordonné.

Exercice 13. Montrer qu’un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Exercice 14. Décomposer comme somme d’inverses distincts d’entiers naturels le nombre rationnel
5

7
.

Montrer que, plus généralement, tout nombre rationnel positif peut s’exprimer comme somme d’inverses
distincts d’entiers naturels.

Exercice 15. Montrer que le polynôme P = 2 +X2 est n’a pas de racines rationnelles.

Exercice 16.

1. Déterminer toutes les multiplications sur le groupe additif R2 munissant R2 d’une structure de corps.
Les structures de corps obtenues sont-elles isomorphes à C ?

2. Peut-on munir le groupe abélien (R3,+) d’une structure de corps ?

Exercice 17. Soit H le corps des quaternions. On appelle centre de H l’ensemble

Z(H) = {q ∈ H, q · u = u · q, ∀u ∈ H}.

Montrer que Z(H) est un sous-corps commutatif de H isomorphe à R.
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Chapitre 2

Les corps finis

Dans tout ce chapitre, les corps considérés seront toujours supposés commutatifs.

2.1 Quelques généralités

2.1.1 Caractéristique d’un corps fini

Soit K un corps fini, c’est-à-dire contenant un nombre fini d’éléments. Son sous-corps premier est donc
fini. Il existe un nombre premier p tel que ce sous-corps premier soit isomorphe à Z/pZ. On en déduit que
K est de caractéristique p.

Proposition 16 Soit K un corps fini. Alors sa caractéristique est non nulle.

Exemples de corps finis
— Pour tout entier p premier, Z/pZ est un corps à p éléments de caractéristique p. On le note Fp.
— Soit A un anneau intègre fini contenant au moins 2 éléments. Alors A est un corps. Démonstration.

Soit a ∈ A, a 6= 0. L’application
La : A→ A

définie par La(x) = ax est un homomorphisme de groupe additif injectif. En effet La(x + y) =
La(x)+La(y) et La(x) = 0 implique ax = 0. Comme A est intègre, alors x = 0 et La est injective. Mais
A est un ensemble fini. Toute application injective de A à valeurs dans A est surjective donc bijective.
Il existe donc un élément a0 tel que La(a0) = a. On a également La(a0x) = a(a0x) = ax = La(x) et
comme La est injective a0x = x et ceci pour tout x. Calculons à présent xa0. On a

(xa0 − x)a = (xa0)a− xa = x(a0)− xa = 0

et donc, comme A est intègre, xa0 = x. Ainsi a0 vérifie

xa0 = a0x = x pour tout x ∈ A

27
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et a0 est un élément neutre pour la multiplication de A et A est donc un anneau intègre fini unitaire.
Comme La est bijective, il existe b ∈ A tel que La(b) = ab = a0 et b est l’inverse à droite de a. Mais

La(ba) = a(ba) = (ab)a = a0a = a = La(a0)

montre que ba = a0 et b est l’inverse de a. Comme a a été choisi quelconque non nul dans A, on en
déduit que tout élément non nul est inversible et A est un corps.

2.1.2 Cardinalité d’un corps fini

Théorème 3 Soit K un corps fini de caractéristique p. Il existe un entier n 6= 0 tel que le cardinal de K,
|K|, soit égale à pn.

Démonstration. Le sous-corps premier de K est (isomorphe à) Fp. On en déduit que K est un Fp espace
vectoriel (cette technique sera largement développée dans le paragraphe suivant). Comme K est fini, cet
espace vectoriel est de dimension fini sur Fp. Il est donc isomorphe à (Fp)n si n = dimFp K. Comme
(Fp)n contient pn éléments, on en déduit le théorème. Ainsi, il peut exister des corps contenant 2, 3, 4 =
22, 5, 7, 8, 9 · · · éléments mais il n’existe pas de corps à 6 éléments, 10 éléments · · ·

2.1.3 L’homomorphisme de Frobenius sur un corps fini

Proposition 17 Soit K un corps fini de caractéristique p. Alors l’homomorphisme de Frobenius

F : K→ K

donné par F(x) = xp est un automorphisme.

Démonstration. Nous avons vu au chapitre précédent que F est un homomorphisme de corps. Il est donc
injectif. Comme K est fini, il est aussi surjectif et donc bijectif.
Notons par Aut(K) le groupe pour composition des automorphismes du corps K. Alors si K est fini de

caractéristique p, on a F ∈ Aut(K).

Remarque. Si K = Z/pZ = Fp, alors F = id. En effet, soit x ∈ Fp, x 6= 0. Le groupe F∗p des éléments
inversibles (ou non nuls) est de cardinalité p − 1. On en déduit xp−1 = 1 et donc xp = x. Ainsi F(x) = x
pour tout x ∈ Fp et F = id.

2.2 Le théorème de Wedderburn

2.2.1 Le théorème de Wedderburn

Théorème 4 Tout corps fini est commutatif
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Démonstration. Soit K un corps fini. Son centre

Z(Z) = {x ∈ K/xy = yx,∀y ∈ K}

est un sous-corps de K. Supposons K non commutatif. On a en particulier Z(K)  K. Posons p = |Z(K)|.
Comme K est un Z(K)-espace vectoriel, alors il existe n tel que |K| = qn car il est de dimension finie et
isomorphe à Z(K)n. Considérons à présent le groupe, non abélien par hypothèse, K∗. Il est d’ordre qn − 1.
Le groupe K∗ opère sur lui-même par automorphisme intérieur. Si x ∈ K∗, on note O(x) son orbite relative
à cette action

O(x) = {yxy−1, y ∈ K∗}

et K∗ est une réunion disjointe d’orbites. Considérons le stabilisateur de x :

S(x) = {y ∈ K∗/yx = xy}.

C’est le groupe multiplicatif de S̃(x) = {y ∈ K/yx = xy}. Il est clair que S̃(x) est un sous-corps de K
contenant Z(K), c’est-à-dire qu’on a les inclusions de corps

Z(K) ⊂ S̃(x) ⊂ K.

Ainsi S̃(x) est aussi un Z(K)-espace-vectoriel, on en déduit qu’il existe un entier m(x), 1 ≤ m(x) < n tel
que

|S̃(x)| = qm(x)

et donc |S(x)| = qm(x) − 1. On en déduit |θ(x)| = |K∗|
|S(x)|

=
qn − 1

qm(x) − 1
.

Rappelons brièvement l’équation des classes, vue dans le cours sur la théorie des groupes :
"Soit G un groupe fini et Z(G) son centre. Soit Ω l’ensemble des classes d’équivalence pour la conjugaison,

non réduite à un singleton. Alors
|G| = |Z(G)|+

∑
c∈Ω

|c|

et si x ∈ c, alors

|c| = |G|
|S(x)|

.

Notons toujours par Ω l’ensemble des classes d’équivalence dans K∗. On a donc, en choisissant pour
chaque classe c ∈ Ω un élément xc ∈ K∗. L’équation des classes s’écrit dans ce cas :

|K∗| = qn − 1 = q − 1 +
∑
c∈Ω

qn − 1

qm(xc) − 1
.

Comme S(x) est un sous-groupe de K∗, qm(xc) − 1 divise qn − 1 et donc m(xc) divise n. La contradiction
va reposer sur les factorisations du polynôme Xn − 1 par des polynômes cyclotomiques :

Xn − 1 = Πd/nΦd(X)

où d/n désigne les diviseurs de n. La notion de polynômes cyclotomiques sera vue en détail au chapitre 5.
Donnons toutefois brièvement leur définition. On considère pour un entier n > 1 fixé les racines complexes
nième de l’unité :

ξk = e
2kiπ
n , k = 0, · · · , n− 1.
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La racine ξk est dite primitive si k est premier avec n. Notons An l’ensemble de ces racines n-ième primitive
de l’unité. Par définition le polynôme cyclotomique Φn(X) est :

Φn(X) = Πξ∈An(X − ξ).

L’équation des classes concernant K∗ nous conduit à considérer les polynômes Xn−1 et Xm(xc)−1. Leur
factorisation par les polynômes cyclotomiques donne

Xn − 1 = Πd/nΦd(X), Xm(xc) − 1 = Πd/m(xc)Φd(X).

Ainsi on a
Xn − 1

Xm(xc) − 1
= Πd∈DΦd(X)

où D désigne les diviseurs de n qui ne divise par m(xc). Donc

qn−1 = q − 1 + Πd∈DΦd(q).

Comme Φn(q) divise qn − 1 et Πd∈DΦd(q) il divise donc q − 1. On en déduit en particulier que

|Φn(q)| ≤ q − 1.

Mais par définition Φn(q) = (q− ξ1) · · · (q− ξl), chaque ξk étant une racine primitive de l’unité. Elle vérifie
en particulier |ξk| = 1 et ξk 6= 1. On en déduit immédiatement

|q − ξk| > q − 1

pour chacune des racines primitives ξk. Ceci implique

|Φn(q)| > (q − 1)n > q − 1.

Ceci contredit le résultat précédent et donc notre hypothèse de départ sur la non commutativité de K.

2.2.2 Le groupe K∗

Proposition 18 Soit K un corps fini. Alors le groupe K∗ des éléments inversibles est cyclique.

Démonstration. D’après le théorème de Weddedrburn, K est un corps commutatif. Le groupe K∗ est donc un
groupe abélien fini.C’est un produit de groupes cycliques. Pour montrer qu’il est cyclique nous utiliserons
le résultat suivant (voir le cours sur les groupes)
"Soit G un groupe fini d’ordre n tel que pour chaque diviseur d de n l’équation xd = 1 a au plus d racines

distinctes dans G. Alors G est cyclique."
Supposons |K∗| = n (si K est de caractéristique p, alors n est du type pm − 1). Pour tout diviseur d de

n, l’équation Xd = 1 dans K admet au plus d racines distinctes dans K∗. Ainsi K∗ est cyclique.
Exemples
1. K = Z/3Z = F3. Alors K∗ = {1, 2} où k désigne la classe de k ∈ Z modulo 3. La table de ce groupe

s’écrit
1 2

1 1 2

2 2 1

Il est cyclique : K∗ =< 2 >. Il est isomorphisme au groupe (additif) Z/2Z.
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2. K = Z/pZ = Fp avec p premier. Alors K∗ est cyclique et engendré par p − 1. Il est isomorphe à
Z/(p− 1)Z.

Ces exemples se généralisent aisément et on a

Proposition 19 Soit K un corps fini de cardinalité q. Alors le groupe multiplicatif K∗ est isomorphe au
groupe Z/(q − 1)Z.

2.2.3 Corps finis algébriquement clos

Soit K un corps fini de cardinalité q. Soit x ∈ K∗. Comme le groupe K∗ est cyclique et d’ordre q − 1, x
vérifie l’équation

xq−1 = 1.

Ainsi tous les éléments de K vérifient xq = x et sont racines du polynôme Xq − X. On en déduit que le
polynôme

Xq −X − 1

n’a pas de racine dans K. On a donc

Proposition 20 Un corps fini n’est jamais algébriquement clos

Rappelons qu’un corps est algébriquement clos si tout polynôme à coefficients dans ce corps admet au
moins une racine.

2.3 Existence et unicité des corps finis

Théorème 5 Soit p un nombre premier et soit n un entier supérieur ou égal à 1. Il existe alors un corps
fini de caractéristique p et de cardinalité pn. De plus si K1 et K2 sont deux corps de caractéristique p et
de cardinalité pn, ils sont isomorphes.

Ce théorème montre qu’il existe, à isomorphisme de corps près, un et un seul corps de cardinalité pn. On
notera ce corps Fpn .
Démonstration.
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2.4 EXERCICES

Exercice 1. Ecrire la table d’addition et de multiplication d’un corps à 4 éléments

Exercice 2. Soit le polynôme P = 1 +X +X2 ∈ F2[X].

1. Montrer que P est irréductible dans F2.

2. Déterminer le corps K de décomposition de P.

3. Montrer que K est un corps fini contenant 4 éléments.

Exercice 3.

1. Montrer que si K est un corps fini, tout sous-groupe du groupe multiplicatif K∗ est cyclique.
2. Déterminer les groupes multiplicatifs K∗ lorsque K = Fp pour p = 2, 3, 5, 7, 11. Trouver dans chaque

cas un générateur de K∗.

Exercice 4. On considère le corps fini F2n contenant 2n éléments. On pose F2
2n = {x ∈ F2n/y ∈

F2n vrifiant x = y2} l’ensemble des carrés de F2
2n = F2n .

Exercice 5. On considère les corps finis Fpn pou p > 2. Notons F2
pn l’ensemble des carrés de Fpn (voir

exercice 4 ).

1. Déterminer F2
5,F2

7.

2. Montrer que |F2
pn | =

pn+1
2 et |(F∗pn)2| = pn−1

2 où (F∗pn)2 = F2
pn ∩ F∗pn

3. Montrer que x ∈ (F∗pn)2 si et seulement si

x
pn−1

2 = 1

Retrouver les résultats de la question 1.

Exercice 6. Soit K un corps fini de caractéristique p. Montrer que sa clôture algébrique coïncide avec celle
de son sous-corps premier.



Chapitre 3

Extensions de corps et nombres algébriques

Dans tout ce chapitre, les corps considérés seront toujours supposés commutatifs.

3.1 Extension de corps

3.1.1 Définition

Soient lk et K des corps commutatifs. On dit que K est une extension de corps (ou plus brièvement une
extension) de lk si lk est un sous-corps de K.
Par exemple C est une extension de R, R est une extension deQ. Plus généralement, tout corps commutatif

est une extension de son corps premier. C’est donc une extension de Q s’il est de caractéristique 0 ou une
extension de Z/pZ s’il est de caractéristique p.

Remarque. On pourrait définir la notion d’extension de lk par la donnée d’un corps commutatif K et d’un
homomorphisme de corps

ϕ : lk → K

Mais tout homomorphisme de corps est injectif. Ainsi l’image ϕ(lk) de lk dans K est un sous-corps de K
isomorphe au corps lk. Le corps K est donc une extension de ϕ(lk). Modulo cet isomorphisme, on retrouve
la définition précédente.

3.1.2 Technique vectorielle

Proposition 21 Soit K une extension de lk. Alors K est un lk-espace vectoriel.

Démonstration. Définissons la multiplication externe sur K par

(α, v) ∈ lk ×K→ αv.

33
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Comme lk⊂ K, ceci est bien défini et vérifie les axiomes d’espaces vectoriels. Ainsi K est un lk-espace
vectoriel.

Rappelons que l’on appelle lk-algèbre A un lk-espace vectoriel muni d’une multiplication interne

A×A → A
(u, v) 7→ uv

distributive par rapport à l’addition {
u(v + w) = uv + uw
(u+ v)w = uw + vw

pour tous u, v, w ∈ A.
Si cette multiplication est associative, l’algèbre est dite associative, si elle est commutative, l’algèbre est

dite commutative, si elle admet un élément neutre, elle est dite unitaire. Si A est une lk-espace vectoriel de
dimension finie n on dit que A est une lk-algèbre de dimension n.
Si K est une extension de lk, alors K est une lk-algèbre associative unitaire. La réciproque est fausse.

Considérons par exemple lk= C et la C-algèbre associative de dimension 2 définie dans une base {e1, e2}
par le produit 

e1e1 = e1,
e1e2 = e2e1 = e2,
e2e2 = e2.

L’application ϕ(u, v) = uv étant bilinéaire, la donnée des produits eiej détermine entièrement ϕ. On vérifie
aisément que ce produit est associatif.

(eiej)ek = ei(ejek)

pour tout i, j, k ∈ {1, 2} et unitaire. Soit u = x1e1 + x2e2. Il est inversible si et seulement s’il existe
v = y1e1 + y2e2 tel que uv = e1. Ceci est équivalent à

x1y1e1 + (x1y2 + x2y1 + x2y2)e2 = e1

soit 
x1y1 = 1,
x1y2 + x2y1 + x2y2 = 0.
e2e2 = e2.

Si x1 = 0, alors u = x2e2 n’est pas inversible et, munie de ce produit, l’algèbre A donnée n’est pas un corps.

Définition 16 On appelle tour d’extension de lk, toute suite finie croissante de corps

lk ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kp

Dans ce cas, chacun des corps Ki est une extension de Kj pour tout 1 ≤ j ≤ i− 1 et de lk.

3.1.3 Degré d’une extension

Soit K une extension de corps de lk. Alors K est un lk-espace vectoriel de dimension finie ou non.

Définition 17 Soit K une extension de corps de lk. On appelle degré de cette extension, que l’on note
[K, lk], la dimension du lk-espace vectoriel K
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Exemples
1. [C,R] = 2 ; [R,Q] =∞.
2. Considérons un corps commutatif lk et le corps K = lk(X) des fractions rationnelle à coefficients dans
lk. Il est clair que lk s’injecte naturellement dans lk(X) et donc lk(X) est une extension de degré infini
de lk.

Soit E un espace vectoriel sur lk de dimension finie ou infinie. On appelle base toute famille B = {ei}i∈I
de vecteurs de E libre et génératrice. Si B = {ei}i∈I est une base de E, tout vecteur u ∈ E se décompose
de manière unique

u =
∑
i∈I0

xiei

où I0 est une partie finie de I. L’espace vectoriel E est de dimension finie s’il existe une base B finie. Dans
ce cas, toute les autres bases ont le même nombre d’éléments, la dimension de E, et de telles bases existent.
Ceci est un condensé du cours d’algèbre linéaire de L1. Qu’en est-il si E n’est pas de dimension finie ? (on
dit que E est de dimension infinie). On a toujours le résultat " Tout espace vectoriel admet une base". Pour
une démonstration dans le cas de la dimension quelconque, on pourra se reporter au

Cours algèbre multilinéaire chapitre 1.

édité sur le site
http ://ramm-algebra-center.monsite-orange.fr/

Théorème 6 (dit de la base télescopique)
Soit lk⊂ K1 ⊂ K2 une tour d’extension de longueur 2. Soit {ei}i∈I une base du lk-espace vectoriel K1 et
{fj}j∈J une base du K1-espace vectoriel K2. Alors {eifj}i∈I,j∈J une base du lk-espace vectoriel K2.

Démonstration. Tout vecteur u ∈ K1 s’écrit de manière unique

u =
∑
i∈I0

xiei, xi ∈ lk

où I0 et une partie finie de I. Tout vecteur v ∈ K2 s’écrit de manière unique

v =
∑
j∈J0

yjfj , yj ∈ K1

où J0 et une partie finie de J. Comme yj ∈ K1, ce vecteur se décompose de manière unique

yj =
∑
i∈Ij

xijei, xij ∈ lk

où Ij est une partie finie de I. D’où

v =
∑
j∈J0

(
∑
i∈Ij

xijei)fj =
∑

(i,j)∈Ij×J0

xijeifj , xij ∈ lk.

Cette décomposition étant unique, on en déduit que {eifj}(i,j)∈I×J est une base du lk-espace vectoriel K2.

Application. Soient K1 une extension de degré finie d1 de lk et K2 une extension de degré finie d2 de K1.
Alors K2 est une extension de lk de degré fini d avec

d = d1d2.
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3.2 Eléments algébriques, éléments transcendants

3.2.1 Extensions monogènes

Soit K une extension de lk. On suppose K 6= lk. Soit α un élément de K n’appartenant pas à lk. Notons
par lk(α) le plus petit sous-corps de K contenant lk et α. Les éléments de lk(α) s’écrivent

P (α)

Q(α)

avec P,Q ∈ lk[X] l’anneau des polynômes à coefficients dans lk et avec Q(α) 6= 0.

On a donc en général lk ⊂ lk(α) ⊂ K et lk(α) est une extension de lk dite extension monogène ou simple.

Proposition 22 Soit lk[X] le sous-anneau de K contenant lk et α. Alors lk(α) est le corps des fractions
de lk[α].

Démonstration. Les éléments de lk[α] s’écrivent

a0 + a1α+ · · ·+ anα
n

avec ai ∈ lk, , c’est à dire
lk[α] = {P (α)/P ∈ lk[X]}.

Il est clair que llk[α] est un anneau intègre contenu dans lk(α). Son corps des fractions est l’ensemble des
classes des couples (P (α), Q(α) avec P,Q ∈ lk[X] et Q(α) 6= 0. C’est donc bien lk(α).

Remarques.

1. Nous aurions pu définir lk(α) comme le plus petit corps contenu dans K et contenant lk et α c’est-à-dire
comme l’intersection de tous les sous-corps de K vérifiant cette propriété.

2. On prendra bien garde aux notations lk[α] et lk(α) désignant l’une un anneau et l’autre son corps des
fractions.

Exemple. Soit l’extension Q ⊂ R. Nous savons que
√

2 ∈ R et n’appartient pas à Q. Ainsi

Q(
√

2) =

{
P (
√

2)

Q(
√

2)
, P,Q ∈ Q[X] et Q(

√
2) 6= 0

}
,

Q[
√

2] =
{
P (
√

2), P ∈ Q[X]
}
.

Mais comme (
√

2)2 = 2, toute expression P (
√

2) pour P ∈ Q[X] se réduit à

a0 + a1

√
2

avec a0, a1 ∈ Q. Ainsi

Q(
√

2) =

{
a0 + a1

√
2

b0 + b1
√

2
, a0, a1, b0, b1 ∈ Q et b0 ou b1 6= 0

}
,
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Mais
a0 + a1

√
2

b0 + b1
√

2
=

(a0 + a1

√
2)(b0 − b1

√
2)

b20 − 2b21
=

(
a0b0 − 2a1b1
b20 − 2b21

)
+

(
−a0b1 + a1b0
b20 − 2b21

)√
2 et donc

a0 + a1

√
2

b0 + b1
√

2
∈ Q[

√
2].

On en déduit que Q(
√

2) ⊂ Q[
√

2] et donc, dans ce cas particulier

Q[
√

2] = Q(
√

2).

Proposition 23 Soit lk ⊂ K une extension de corps de degré fini. Il existe une tour d’extension

lk = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kp = K

telle que pour tout i = 1, · · · , p, le corps Ki soit une extension monogène de Ki−1.

Démonstration. Supposons que [K, lk] = n. Si n = 1 alors K = lk = K1. Sinon, si n > 1, il existe un élément
α ∈ K tel que α /∈ lk. Considérons l’extension monogène lk(α). On a [lk(α), lk] > 1. Comme lk(α) est un
sous-corps de K, [lk(α), lk] est fini et [K, lk(α)] < [K, lk]. Si K = lk(α), alors la propriété est vérifiée. Sinon
on recommence le processus avec l’extension de degré fini lk(α) ⊂ K. Comme [K, lk(α)] < n, ce processus
s’arrête au bout d’un nombre fini d’étapes.

3.2.2 Eléments algébriques

Définition 18 Soit lk ⊂ K une extension de corps et soit α ∈ K, α /∈ lk. On dit que α est algébrique sur
lk si

lk[α] = lk(α).

Par exemple
√

2 est algébrique sur Q.

Considérons l’application
ϕ : lk[X] → K

P 7→ P (α).

C’est un homomorphisme d’anneaux (et non de corps). Son noyau est l’ensemble des polynômes P ∈ lk[X]
tels que P (α) = 0. Supposons que ϕ soit injectif. Alors pour tout P 6= 0 appartenant à lk[X] on a P (α) 6= 0.
Dans ce cas ϕ est un homomorphisme d’anneaux bijectif.

Proposition 24 Soit lk ⊂ K une extension de corps. Un élément α ∈ K est algébrique sur lk si et
seulement s’il existe un polynôme non nul P ∈ lk[X] tel que P (α) = 0

Nous avons vu que α est algébrique si et seulement si le noyau de ϕ est non trivial. Or ce noyau est un
idéal de l’anneau lk[X] qui est principal. Il existe donc un unique polynôme non nul unitaire irréductible
engendrant cet idéal.
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Définition 19 Soit α un élément algébrique sur lk. Le polynôme minimal de α est le polynôme unitaire
irréductible générateur de l’idéal {P ∈ lk[X]/P (α) = 0}.

Supposons que α soit algébrique sur lk. Alors lk[α] =lk(α) et lk[α] est une extension de lk :

lk ⊂ lk[α] = lk(α) ⊂ K.

L’anneau lk[α] est donc muni d’une structure d’espace vectoriel sur lk. Soit Pα le polynôme minimal de
α Posons Pα(X) = a0 + a1X + · · · + anX

n. On a donc Pα(α) = a0 + a1α + · · · + anα
n = 0 et les

éléments {1, α, · · · , αn} de lk[α] sont linéairement dépendants dans le lk-espace vectoriel lk[α]. Comme Pα
et minimal, pour tout P ∈ lk[X] tel que d(P ) < d(P )α = n on a P (α) 6= 0. Ainsi tout combinaison triviale
b0 + b1α + · · · + bpα

p = 0 avec p < n n’est possible que pour b0 = b1 = · · · = bp = 0. On en déduit que la
famille {1, α, · · · , αn−1} de lk[α] est libre dans lk[α]. Si P ∈ lk[X], P 6= 0 tel que d(P ) ≥ n alors la division
euclidienne s’écrit

P = PαQ+R

avec d(R) < d(Pα). D’où P (α) = Pα(α)Q(α) +R(α) = R(α) et donc P (α) = R(α) s’exprime sous la forme

b0 + · · ·+ bpα
p avec p < n.

Ainsi P (α) se décompose dans la famille {1, α, · · · , αn−1}. On en déduit que cette famille est une base.

Théorème 7 Soit lk⊂ K une extension de corps. Un élément α ∈ lk est algébrique sur lksi et seulement
si le lk-espace vectoriel lk[α] est de dimension finie. Dans ce cas, si dimlklk[α] désigne la dimension de cet
espace vectoriel, on a

dimlklk[α] = d(Pα)

où Pα est le polynôme minimal de α et d(Pα) son degré.

Démonstration. Il nous reste à établir la réciproque. Supposons que dimlklk[α] = n < ∞. La famille de
(n+ 1) éléments {1, α, · · · , αn} de lk[α] es donc liée et il existe une combinaison linéaire

b0 + b1α+ · · ·+ bnα
n = 0

avec les bi non tous nuls. Ainsi le polynôme

P = b0 + b1X + · · ·+ bnX
n ∈ lk[X]

vérifie P (α) = 0 et donc α est algébrique sur lk.

Définition 20 On appelle degré d’un élément algébrique α ∈ K sur lk le degré de son polynôme minimal.

Définition 21 Soit lk⊂ K une extension de corps. Un élément ζ ∈ K est dit transcendant sur lk s’il n’est
pas algébrique.
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Théorème 8 Il existe des éléments de C qui sont transcendants dans Q.

Démonstration. Considérons l’application ⋃
n≥0

Qn+1 → Q[X]

qui à la suite finie (ai)i=0,··· ,n associe le polynôme P =
∑
aiX

i. Cette application est surjective. Ainsi Q[X]
est un ensemble dénombrable (Rappelons que Q et donc Qn sont dénombrables). Si r(P ) désigne l’ensemble
fini des racines complexes du polynôme P , on a⋃

P∈Q[X]

r(P ) ⊂ C.

Mais
⋃
P∈Q[X] r(P ) est dénombrable, car r(P ) est fini et Q[X] dénombrable. Comme C ne l’est pas, l’in-

clusion est stricte. Il existe donc des nombres complexes qui ne sont pas racines du polynômes rationnels.
D’où le théorème

Exemples.
1. e est transcendant (résultat de Hermite)
2. π est transcendant (résultat de Lindermann)
3. Si d est un réel algébrique sur Q et β un réel non rationnel algébrique sur Q, alors αβ est transcendant.

Ces exemples seront traités en exercice.

Théorème 9 Soit lk⊂ K une extension de corps. Posons

Alk,K = {α ∈ K/ α algebrique sur lk}.

Alors Alk,K est un sous-corps de K contenant lk.

Démonstration. Soient α, β ∈ Alk,K. Pour montrer que α+β et αβ sont algébriques sur lk, il suffit de montrer,
d’après le théorème 7 que lk[α+β] et lk[αβ] sont des extensions de degré fini. Considérons l’anneau lk[α, β],
sous-anneau de K engendré par lk et la partie {α, β}. Les éléments de lk[α, β] s’écrivent∑

i=0

Pi(α)βi

avec Pi ∈ lk[X] et donc lk[α, β] = lk[α][β] avec Pi ∈ lk[X]. Comme α est algébrique sur lk, on a lk[α] =
lk(α) et lk[α] est un sous-corps de K. Mais β est algébrique sur lk donc aussi sur lk[α]. On en déduit que
[lk[α][β], lk[α]] < +∞. Ainsi

[lk[α][β], lk] = [lk[α][β], lk[α]] · [lk[α], lk] < +∞

et lk[α][β] est une extension de degré fini de lk. Mais lk[α + β] et lk[αβ] sont des extensions de lk contenus
dans lk[α, β]. On en déduit que lk[α+ β] et lk[αβ] sont des extensions monogènes de degré fini, donc α+ β
et αβ sont algébriques.

Remarques.
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1. Dans la démonstration ci-dessus on utilise le fait que si une extension d’anneau monogène lk[α] est
un espace vectoriel de dimension finie sur lk, alors α est algébrique et lk[α] = lk(α). Notons que ceci
n’implique pas que toute extension de degré fini de lk soit du type lk(α) avec α algébrique.

2. Soit l’extension Q ⊂ C. L’ensemble

AQ,C = {α ∈ C /α algebrique sur Q}

est un corps et on a la tour d’extension

Q ⊂ AQ,C ⊂ C.

L’extension Q ⊂ AQ,C n’est pas de degré fini. En effet pour tout entier n, il existe α ∈ AQ,C tel que
[Q(α),Q] = n. Prenons par exemple 2

1
n . Ainsi pour tout n ∈ N∗,AQ,C contient un sous-espace de

dimension n. On en déduit
dimQAQ,C = [AQ,C,Q] =∞.

3. Exemples de nombres réels algébriques sur Q : les réels constructibles
Considérons le plan euclidien R2 et les points O = (0, 0) et I = (1, 0). A partir de ces deux points
nous pouvons construire
• la droite affine (OI)

• le cercle centré en O de rayon OI
• le cercle centré en I de rayon IO. Ces figures déterminent 4 nouveaux points dits constructibles
à la règle et au compas à partir de la famille F1 = {O, I}. On détermine ainsi une nouvelle famille
F2 = {O, I,A1, A2, A3, A4} formée des points de F1 et des intersections des figures que nous avons
définies. A partir de la famille F2, nous recommençons ce procédé que nous pouvons décrire ainsi. Soit
F une famille de points de R2. Considérons les figures construites ainsi
• les droites affines (PQ) avec P,Q ∈ F et P 6= Q

• les cercles de centre P et de rayon PQ avec P,Q ∈ F , P 6= Q

• les cercles de centre P et de rayon égal à la longueur QR avec P,Q,R ∈ F et Q 6= R.

Définition 22 Soit F une partie de R2. Le point M ∈ R2 est constructible à la règle et au compas en un
pas s’il est déterminé par l’intersection de deux figures construites à partir de F .

A partir de la famille F1 = {O, I}, on construit une suite de familles (finie de points) F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂
Fn · · · où Fi est la famille de points constitués des points de Fi−1 et des points constructibles en un pas à
partir de Fi−1.

Définition 23 Un point M ∈ R2 est constructible à la règle et au compas s’il existe i tel que M soit
constructible en un pas à partir de Fi−1.
Un réel x est dit constructible si le point M = (x, 0) l’est.

Théorème 10 Tout réel constructible est algébrique sur Q et il existe n ∈ N tel que

[Q[x],Q] = 2n
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Pour la démonstration, voir l’annexe de cet ouvrage.

Application : Problème de la duplication du cube. Il s’agit de savoir s’il existe un réel a constructible
tel que a3 = 2. Il est clair que si a ∈ R vérifie a3 = 2, il est algébrique sur Q. Son polynôme minimal est
‘X3 − 2 car ce polynôme est irréductible sur Q, d’après le critère d’Eisenstein. Mais

[Q(3
√

2),Q] = d(X3 − 2) = 3

qui n’est pas une puissance de 2. Donc 3
√

2 n’est pas constructible.

3.2.3 Eléments primitifs, éléments conjugués

Soit K = lk[α] une extension algébrique monogène du corps lk. Considérons par exemple l’extension Q[j]
de Q où j est une racine troisième de l’unité dans C. Le polynôme minimal de j est X2 +X + 1. Il admet
comme racine j, j2 = −1−j. On en déduit que l’extension Q[j2] coïncide avec l’extension Q[j]. Ceci montre
que si K est une extension monogène algébrique de lk, il n’y a pas unicité du nombre algébrique α tel que
K = lk[α].

Définition 24 Soit K est une extension monogène algébrique de lk. Tout élément α tel que K = lk[α] est
appelé un élément primitif de l’extension lk ⊂ K.

Considérons maintenant une extension lk ⊂ K de lk et soient α, β deux éléments de K algébriques sur lk.
Comparons les extensions monogènes lk[α] et lk[β].

Proposition 25 Soient une extension lk ⊂ K de lk et α, β deux éléments de K algébriques sur lk. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Les polynômes minimaux Pα et Pβ de α et β sont égaux.

2. Il existe un isomorphisme de corps
f : lk[α]→ lk[β]

tel que f soit l’identité sur lk et tel que f(α) = β.

Démonstration. Montrons que 1 ⇒ 2. Rappelons que si α ∈ K est algébrique sur lk alors le corps lk[α] est
isomorphe au corps de rupture du polynôme minimal Pα. Comme par hypothèse Pα = Pβ les corps lk[α] et
lk[β] sont isomorphes au corps de rupture de Pα. Cet isomorphisme f est défini par :

f(a0 + a1α+ · · ·+ anα
n) = a0 + a1β + · · ·+ anβ

n

où Pα = Pβ = a0 + a1X + · · ·+ anX
n.

Réciproquement montrons que 1 ⇒ 2. Soit f un isomorphisme de lk[α] sur lk[β] tel que f(a) = a pour
tout a ∈ lk et f(α) = β. On a

0 = Pβ(β) = Pβ(f(α) = f(Pβ(α)).

Donc comme f est un isomorphisme on en déduit Pβ(α) = 0 et donc Pβ est un polynôme annotateur de β.
Par conséquent le polynôme Pα divise Pβ mais Pα et Pβ sont des polynômes irréductibles et unitaires donc
Pα = Pβ.
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Définition 25 Soit une extension lk ⊂ K de lk. Deux éléments α, β de K algébriques sur lk sont dits
congugés sur lk si les polynômes minimaux Pα et Pβ sont égaux.

3.3 Polynômes irréductibles

Si α est un nombre algébrique sur lk, le degré de l’extension lk[α] de lk est donné par le degré du polynôme
minimal Pα ∈ lk[X]. Ce polynôme admet α comme racine et est irréductible dans lk[X]. L’irréductibité est
en général une propriété difficile à prouver. Nous allons toutefois montrer comment traiter ceci lorsque
lk = Q ou lorsque lk est un corps fini.

3.3.1 Polynômes irréductibles sur Q

Soit lk⊂ K un extension de corps et soit α un élément de K algébrique sur lk. Son polynôme minimal
Pα est irréductible sur K, c’est-à-dire n’est pas le produit de deux polynômes de K[X] non constants. Une
caractérisation des polynômes irréductibles n’est bien connue que pour K = R ou C :
— Tout polynôme irréductible de C[X] est de degré 1.
— Tout polynôme irréductible de R[X] est soit de degré 1, soit de degré 2 à discriminant strictement

négatif.
Dans les autres cas, nous n’avons pas de résultats aussi précis. Dans ce paragraphe, nous allons préciser
quelques critères concernant l’irréductibilité des polynômes de Q[X].

Première réduction : passage de Q[X] à Z[X]. Soit P ∈ Q[X] un polynôme à coefficients rationnels.
La réduction au même dénominateur des coefficients de ce polynôme montre qu’il existe un entier m ∈ Z
tel que mP ∈ Z[X]. Or l’irréductibilité de P dans Q[X] est équivalente à celle de mP toujours dans Q[X].
ceci permet de réduire notre étude à celle de l’irréductibilité dans Q[X] des polynômes de Z[X].

Proposition 26 Racines rationnelles d’un polynômes de Z[X]. Soit P (X) = a0 +a1X+ · · ·+anXn

un polynôme à coefficients entiers tel que a0an 6= 0. Soit α = p/q ∈ Q une racine rationnelle de P . On
suppose que les entiers p et q sont premiers entre eux. Alors p divise a0 et q divise an.

Démonstration. En effet

P (α) = a0 + a1
p

q
+ · · ·+ an

pn

qn
= 0.

Ainsi
qna0 + qn−1a1p+ · · ·+ qan−1p

n−1 + anp
n = 0

soit
qna0 = −p(qn−1a1 + · · ·+ qan−1p

n−2 + anp
n−1).

Ainsi p divise qna0. Comme il est premier avec q, il divise a0. De même q divise qn−1a1 + · · ·+ qan−1p
n−2 +

anp
n−1 et donc divise anpn−1. Comme il est premier avec p, il divise an.
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Proposition 27 Equivalence entre irréductibilité dans Z[X] et dans Q[X] Soit P (X) = a0 +
a1X + · · ·+ anX

n un polynôme à coefficients entiers de degré supérieur ou égal à 1. Soit γ(P ) le PGCD
des coefficients (a0, · · · , an). Alors P est irréductible dans Z[X] si et seulement si P est irréductible dans
Q[X] et γ(P ) = 1.

Démonstration. Supposons P irréductible dans Q[X] avec γ(P ) = 1. Posons P = Q1Q2 avec Q1, Q2 ∈ Z[X].
Les polynômes Q1 et Q2 appartiennent également à Q[X] et donc, par hypothèse, l’un des deux, par exemple
Q1 est de degré 0. Posons Q1 = a ∈ Z. Alors P = aQ2. On en déduit que γ(P ) est un multiple de a. Donc
a = 1 et P est irréductible dans Z[X].
Inversement, supposons que P soit irréductible dans Z[X] mais s’écrive P = Q1Q2 dans Q[X] avec Q1 et

Q2 des polynômes deQ[X] de degré supérieur ou égal à 1. Soit a ∈ Z un multiple commun aux dénominateurs
des coefficients de Q1 et Q2. Ainsi les polynômes aQ1 et aQ2 sont dans Z[X] et aQ1aQ2 = a2P . Soit γi le
PGCD des coefficients de aQi.

Lemme 4 Si P et Q sont des polynômes non nuls dans Z[X], alors γ(PQ) = γ(P )γ(Q).

On démontrera ce lemme en exercice. On a donc

a2γ(P ) = γ1γ2.

Posons Ri = 1
γi
aQi pour i = 1, 2. On a γ(Ri) = 1 et

a2P = γ1γ2R1R2 = a2γ(P )R1R2

d’où
a2P = a2γ(P )R1R2

et comme a 6= 0,
P = γ(P )R1R2.

Ceci contredit l’irréductibilité de P dans Z[X].

Proposition 28 Irréductibilité dans Z[X]. Critère d’Eisenstein Soit P = a0 + · · · + anX
n un

polynôme de Z[X] avec a0an 6= 0. Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que

1. p divise tous les coefficients ai sauf an,

2. p2 ne divise pas a0.

Alors P est irréductible dans Z[X].

Démonstration. Soit P = a0 + · · · + anX
n un polynôme de Z[X]. S’il n’est pas irréductible, il existe

Q,R ∈ Z[X] de degré au moins 1 tel que P = QR. Posons Q = b0 + · · ·+ bqX
q et R = c0 + · · ·+ crX

r avec
b0, · · · , bq, c0, · · · , cr ∈ Z et 0 < q, r < n. Soit p un nombre premier. Alors Z/pZ = Fp est un corps. Soit P ,
Q et R les polynômes de Fp[X] définis par

P = a0 + · · ·+ anX
n, Q = b0 + · · ·+ bqX

q, R = c0 + · · ·+ crX
r

où a désigne la classe de l’entier a dans Fp. Si p vérifie les conditions 1 et 2, alors

P = anX
n
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avec an 6= 0. Comme P = QR, alors P = QR et donc

P = (b0 + · · ·+ bqX
q)(c0 + · · ·+ crX

r).

On en déduit bqcr = an 6= 0. De plus b0c0 = 0 Donc p divise b0 et c0. Ainsi p2 divise b0c0 = a0 ce qui est
contraire à l’hypothèse.

Proposition 29 Irréductibilité dans Fp[X] et dans Q[X]. Soit P = a0 + · · · + anX
n ∈ Z[X] et

soit p un nombre premier. Notons par P = a0 + · · · + anX
n sa réduction modulo p, c’est-à-dire dont

les coefficients ai sont les classes dans Fp des coefficients ai de P . Supposons an 6= 0. Alors si P est
irréductible dans Fp[X], le polynôme P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposons que l’on ait P = QR dans Z[X]. Si Q = b0 + · · ·+ bqX
q et R = c0 + · · ·+ crX

r,
alors

P = (b0 + · · ·+ bqX
q)(c0 + · · ·+ crX

r)

et
an = bqcr

et bq, cr 6= 0. Mais, par hypothèse P est irréductible dans Fp[X]. L’un des polynômes Q ou R est donc de
degré 0 ce qui contredit bq, cr 6= 0. Ainsi P est irréductible dansQ[X]. Notons que l’on n’a pas nécessairement
l’irréductibleilité de P dans Z[X] car si par exemple Q est de degré 0, il s’écrit Q = b0 et P = b0R n’est
pas irréductible dans Z[X].

3.3.2 Polynômes irréductibles dans un corps fini

Soit K un corps fini de caractéristique p. Il existe un entier n non nul tel que K soit de cardinalité pn.
Un tel corps de cardinalité pn est unique à isomorphisme près. Nous l’avons noté Fpn . Soit P un polynôme
irréductible de degré n sur Fp = Z/pZ. Son corps de rupture Fp[X]/(P ) est une extension algébrique
monogène degré n de Fp. Ce corps est de cardinal pn. Il coïncide donc avec K = Fpn .

Proposition 30 Soit p un nombre premier. Pour tout entier n ≥ 1 il existe un polynôme irréductible de
degré n dans Fp[X].

Démonstration. Considérons le corps Fpn . Le groupe F∗pn des éléments inversibles est cyclique et de cardina-
lité pn−1. Soit ξ un générateur de ce groupe. Alors F∗pn = {1, ξ, · · · , ξpn−2} et donc Fpn = {0, 1, ξ, · · · , ξpn−2}.
Ceci implique que Fpn = Fp[ξ]. En effet tout élément u ∈ Fp[ξ] s’écrit u =

∑
aiξ

i avec ai ∈ Fp et comme
ξp
n

= ξ on en déduit que u =
∑

i≤pn−2 biξ
i. Comme Fpn est un Fp-espace vectoriel on a u ∈ Fpn et donc

Fp[ξ] est un sous-corps de Fpn . Réciproquement considérons une base {ξi1 , · · · , ξin} du Fp-espace vectoriel
Fpn alors tout élément v ∈ Fpn s’écrit v =

∑n
k=1 bkξ

ik et donc v ∈ Fp[ξ]. Ainsi Fp[ξ] = Fpn et Fp[ξ] est
un Fp espace vectoriel de dimension n. On en déduit que le polynôme minimal Pξ de ξ est un polynôme
irréductible de degré n.

Proposition 31 Soit P un polynôme irréductible de degré n sur Fp. Alors P divise Xpn −X.
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Démonstration. En effet le corps de rupture de P est un corps de cardinalité Fpn . Il est donc isomorphe à
Fpn . Donc d’après la démonstration précédente, il est donc égal à Fp[ξ] où ξ est un générateur du groupe
cyclique Fp[ξ]∗. Ainsi Xpn−X est un polynôme annulateur de ξ et P qui coïncide avec le polynôme minimal
de ξ divise le polynôme P.

3.4 Extensions algébriques

3.4.1 Définition

Définition 26 Une extension lk ⊂ K de corps lk est dite algébrique si tout élément α ∈ K est algébrique
sur lk.

Exemple. Le corps C est une extension algébrique de R. En effet soit z = a+ ib un nombre complexe. Le
polynôme P = (X − z)(X − z) est à coefficients réels.

P = (X − z)(X − z) = (X − a− ib)(X − a+ ib) = X2 − 2abX + a2 + b2.

Ainsi P ∈ R[X] et P (z) = 0. Donc z est algébrique sur R.
Considérons une extension lk∈ K. Soit Alk,K l’ensemble des éléments de K algébriques sur lk. Nous avons

vu que Alk,K est un corps et lk ⊂ Alk,K ⊂ K est une tour d’extension.

Proposition 32 Le corps K est une extension algébrique de lk si K ⊂ Alk,K.

Ceci découle directement de la définition d’une extension algébrique. On appelle le corps Alk,K la clôture
algébrique de lk dans K. Lorsque Alk,K =lk, alors lk est dit algébriquement fermé dans K. Ne pas confondre
cette définition avec celle des corps algébriquement clos :

Proposition 33 Un corps lk est algébriquement clos si et seulement si pour toute extension algébrique
de lk ⊂ K on a lk= K.

En effet lk est algébriquement clos si tout polynôme P ∈ lk[X] admet une racine dans lk. Dans ce cas
toutes les racines de P sont dans lk et P est un produit de polynôme de degré 1. Si lk⊂ K est une extension
algébrique, tout élément α ∈ K est racine d’un polynôme Q ∈ lk[X]. Comme lk est algébriquement clos,
α ∈lk et K =lk. Inversement soit P ∈ lk[X] un polynôme irréductible. Soit K = lk[X]

(P ) son corps de rupture
(cf chapitre 1). L’application s : lk → lk[X] définie par s(a) = a considérée comme polynôme de degré 0 est
un morphisme d’anneau injectif. Composons s avec la surjection canonique π : lk[X] → K = lk[X]

(P ) . Alors
π ◦ s : lk → K est un homomorphisme injectif de corps et K est une extension de lk. Soit α = π(X) ∈ K. Si
β ∈ K, il existe R =

∑
aiX

i avec ai ∈ lk. Alors π(R) =
∑
aiαiX

i car π est un morphisme d’anneaux. On
en déduit π(R) =

∑
aiα

i et donc β =
∑
aiα

i ∈ lk[α]. On en déduit que K = lk[α] et donc par hypothèse
lk[X]/(P ) ( ou plus précisément π ◦ s(lk) ). Ceci implique que P est de degré 1 et que lk est algébriquement
clos.

Exemples.
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1. C est algébriquement clos.

2. Considérons l’extension Q ⊂ C et soit AQ,C le corps des nombres complexes algébriques sur Q. Alors
AQ,C est algébriquement clos.

3.4.2 Extensions de degré fini

Définition 27 Une extension lk⊂ K est dite de degré fini si

[K; lk] <∞

Théorème 11 Toute extension lk⊂ K de degré fini n est algébrique. De plus tout élément α ∈ K, qui est
algébrique sur lk, est de degré dα tel que dα ≤ n.

Démonstration. Soit lk⊂ K une extension de degré n. Rappelons que n = dimlkK. Pour tout α ∈ K, la
famille {1, α, · · · , αn} est donc liée car elle contient n + 1 éléments. P (α) = a0 + a1α + · · · + anα

n = 0.
Comme P ∈ lk[X] et admet pour racine α,α est algébrique sur lk et K est une extension algébrique de lk.
Ceci montre également qu’il existe un polynôme P de degré n ayant α pour racine. Comme le polynôme
minimal Pα divise P, on en déduit que d Pα 6= n et donc dα qui est le degré de Pα est inférieur à n.

Remarque. La réciproque de ce théorème est fausse. En effet considérons l’extension Q ⊂ AQ,C ⊂ C.
Elle n’est pas de degré fini. En effet pour tout n ∈ N fixé, il existe α ∈ AQ,C de degré supérieur à n.

Considéons par exemple α = 2
1

n+1 . Le polynôme Xn+1 − 2 est dans Q[X] et vérifie P (α) = 0. D’après le
critère d’Einsenstein, il est irréductible dans Q, donc P = Pα. On en déduit dα = n+ 1. Donc pour tout n,
AQ,C contient un sous-espace vectoriel de dimension supérieur à n. Il est donc de dimension infinie.

3.4.3 Les extensions lk(α1, · · · , αn)

Soit lk⊂ K une extension de lk. Considérons n éléments α1, · · · , αn ∈ K. On note pour lk[α1, · · · , αn] =
{P (α1, · · · , αn) /P ∈ lk[X1, · · · , Xn]} où lk[X1, · · · , Xn] désigne l’anneau des polynômes à coefficients dans
lkà n indéterminées.
On note par lk(α1, · · · , αn) le corps des fractions de lk[α1, · · · , αn] c’est-à-dire

lk(α1, · · · , αn) =

{
P (α1, · · · , αn)

Q(α1, · · · , αn)
, P,Q ∈ lk[X1, · · · , Xn], Q(α1, · · · , αn) 6= 0

}
.

Le corps lk s’identifie à un sous-corps de lk(α1, · · · , αn) et on déduit la tour d’extension

lk ⊂ lk(α1, · · · , αn) ⊂ K.

Proposition 34 Soient α1, · · · , αn ∈ K des éléments algébriques sur lk. Alors l’extension lk(α1, · · · , αn)
est algébrique sur lk et de degré fini. De plus lk(α1, · · · , αn) = lk[α1, · · · , αn].
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Démonstration. Construisons une tour d’extension algébrique associée à α1, · · · , αn. Posons K0 = lk,K1 =
lk(α1) = lk[α1]. On a l’extension

lk = K0 ⊂ K1.

algébrique de degré fini d1.

Soit K2 = K1[α2] = lk(α1)[α2]. Mais α2 est algébrique sur lk donc sur lk(α1). Ainsi K2 = K1(α2) =
lk(α1)(α2). Comme tout polynôme P ∈ lk[X1, X2] peut se mettre sous la forme

P (X1, X2) =

l∑
i=0

Pi(X1)Xi
2

avec Pi ∈ lk[X1], donc lk[X1, X2] ⊂ lk(X1)[X2] = lk[X1][X2] on réciproquement on peut montrer que en
déduit que lk[X1][X2] ⊂ lk[X1, X2]. On a alors

K2 = lk(α1)(α2) = lk[α1][α2] = lk[α1, α2].

Ainsi lk[α1, α2] est un corps et est égal à son corps des fractions et on a lk(α1, α2) = lk[α1, α2] = K2.
Comme dimlkK2 = dimK1 K2 dimlkK1, alors dimlkK2 <∞ et l’extension K2 est de degré fini. Elle est donc
algébrique sur lk. Nous avons donc construit la tour d’extension algébrique

lk = K0 ⊂ K1 ⊂ k(α1) = lk[α1] ⊂ K2 = k(α1, α2) = lk[α1][α2] ⊂ K.

Construisons par récurrence Ki = Ki−1[αi]. Montrons que Ki = K[α1, · · · , αi]. Tout polynôme P ∈
lk[X1, · · · , Xi] peut s’écrire

P (X1, · · · , Xi) =

ki∑
j=1

Pj(X1, · · · , Xj
i

avec Pj ∈ lk[X1, · · · , Xj−1]. Ainsi K[
alpha1, · · · , αi1 ][αi] = K[αi, · · · , αi] = Ki1 [αi] = Ki. Comme Ki est un corps on a Ki = K(αi, · · · , αi) et
[Ki;K] = [Ki;Ki−1][Ki−1;K] est fini. Ainsi Ki est une extension algébrique sur lk.

Remarques.

1. Le degré de l’extension algébrique K[α1, · · · , αn] est inférieure ou égale au produit des degrés des
éléments algébriques αi sur lk.

2. La proposition ci-dessus est en fait basée sur la construction d’extension algébrique que nous pouvons
présenter ainsi : soit

lk = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ K

une tour d’extension de lk contenue dans K telle que
a) il existe des éléments α1, · · ·αn ∈ K algébrique sur lk avec αi algébrique sur Ki−1.

b) Ki = Ki− 1[α− i]
Alors Kn est une extension algébrique de degré fini

d = d1 · · · dn

où di = [Ki,Ki−1].



48 CHAPITRE 3. EXTENSIONS DE CORPS ET NOMBRES ALGÉBRIQUES

Proposition 35 (transitivité de l’algébricité) Soit lk ⊂ K1 ⊂ K une tour d’extension.
1. Si K1 est une extension algébrique de lk et K est une extension algébrique de K1, alors K est une
extension algébrique de lk.
2. Si K est une extension algébrique de lk alors K est une extension algébrique de K1 et K1 est une
extension algébrique de lk.

Démonstration.
1. Soit α ∈ K Montrons qu’il est algébrique sur lk. Comme K est une extension algébrique de K1, tout

élément de K et donc α ∈ K est algébrique sur K1. Soit Pα le polynôme minimal de α. Par hypothèse
Pα ∈ K1[X]. Posons Pα = a0 + a1X + · · · + anX

n avec ai ∈ K1. Chaque élément ai est algébrique
sur lk. L’extension lk(a0, · · · , an) de lk est donc algébrique de degré fini. Posons L = lk(a0, · · · , an) et
considérons l’extension monogène L(α) de L. Elle est de degré fini. par conséquent, l’extension L(α)
de lk vérifie

[L(α); lk] = [L(α);L] · [L; lk]

Comme [L; lk] est fini ainsi que [L(α);L], on en déduit que L(α) est une extension de degré fini de lk.
Considérons à présent l’extension lk(α) de lk. Elle vérifie

lk(α) ⊂ L(α)

et donc [lk(α); lk] ≤ [L(α); lk]. Ainsi [lk(α); lk] est fini et l’extension monogène lk(α) est algébrique sur
lk. L’élément α est donc algébrique sur lk.

2. Supposons queK soit une extension algébrique de lk. Alors tout élément deK donc deK1 est algébrique
sur lk. Ainsi K1 est une extension algébrique de lk. De même si α ∈ K, comme α est algébrique sur lk,
il existe P ∈ lk[X] tel que P (α) = 0. Comme lk ⊂ K on peut considérer P ∈ K1[X] et α est algébrique
sur K1.

3.4.4 Application : les corps quadratiques

Définition 28 On appelle corps quadratique toute extension de degré 2 de Q dans C

Ainsi K est un corps quadratique si on a la tour d’extension

Q ⊂ Q ⊂ C

avec [K;Q] = 2.

Exemples
1. Soit d ∈ N un entier vérifiant d > 2. Supposons que

√
d /∈ Q. Alors Q(

√
d) est un corps quadratique.

En effet le polynôme minimal de
√
d est P = X2− d. Il est eneffet irréductible dans Q et P (

√
d) = 0.

On en déduit
Q[
√
d] = Q(

√
d)

et [Q(
√
d;Q] = d Pα = 2.

Ainsi Q(
√
d) est un corps quadratique. Notons qu’une base du Q-espace vectoriel Q(

√
d) est donnée

par {1,
√
d}.
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2. Si d ∈ Z, alors
√
d ∈ C et

√
d /∈ Q. L’extension Q(

√
d) est un corps quadratique.

Théorème 12 Soit K un corps quadratique. Il existe d ∈ Z−{0, 1} sans facteur carré tel que K = Q(
√
d).

Démonstration. Soit α ∈ K, α /∈ Q. Comme

[K,Q] = 2 = [K;Q(α)] · [Q(α);Q]

on en déduit [Q(α);Q] = 1 ou 2. Si [Q(α);Q] = 1, alors Q(α) = Q et α ∈ Q ce qui est contraire à
l’hypothèse. Ainsi [Q(α);Q] = 2 et donc K = Q(α).

Le polynôme minimal Pα de α s’écrit donc

Pα = X2 + aX + b

avec a, b ∈ Q. Considérons sa forme canonique dans Q[X]

Pα =
(
X +

a

2

)2
−
(
a2

4
− b
)
.

Comme Pα(α) = 0, on a
(
α+ a

2

)2−(a24 − b) = 0. Posons β = α+ a
2 . Alors β /∈ Q et vérifie β2− a2−4b

4 = 0.

Son polynôme minimal est X2 − a2−4b
4 et donc K = Q(α) = Q(β). Comme, a

2−4b
4 ∈ Q, posons a2−4b

4 = p
q .

Alors β2 = p
q et γ = qβ vérifie γ2 = (qβ)2 = pq. Comme pq ∈ Z, nous pouvons le factoriser sous la forme

pq = r2d avec r, d ∈ Z et d 6= 0, d 6= 1 et sans facteur carré. On en déduit

γ2 = r2d

soit γ = r
√
d ou γ = r

√
−d. Mais Pγ et donc P γ

r
les polynômes minimaux de γ et γ

2 sont de degré 2. Donc

K = Q
(γ
r

)
= Q(

√
d) ou = Q(

√
−d).

newpage

3.5 EXERCICES

Exercice 1. Déterminer le degré des extensions Q(
√

7) et Q( 3
√

7) de Q. A-t-on Q(
√

7) ⊂ Q( 3
√

7) ? Pour
quels nombres premiers p et q a-t-on Q(

√
p) et Q( 3

√
q) ?

Exercice 2. Trouver le polynôme minimal de 6
√

2 dans Q et dans Q(
√

2).

Exercice 3. Déterminer le degré des extensions de Q suivantes et en trouver une base.
1. Q(j)

2. Q(cos2π
3 )

3. Q(sin2π
3 )

4. Q(cos2π
5 ), Q(e

2iπ
5 ) et Q(

√
5). Quels sont les liens entre ces trois corps ? (Montrer que 1 +X+ · · ·+X4

est irréductible dans Q et plus généralement 1 + X + · · · + Xp−1 est irréductible dans Q si p est
premier).
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Exercice 4. Soit lk ⊂ K une extension de corps. Soit α ∈ K un élément algébrique sur lk. Si Pα ∈ lk[X] est
le polynôme minimal de α, montrer que toutes les racines de Pα dans K admettent Pα comme polynôme
minimal.

Exercice 5. Soit lk ⊂ C une extension de corps par C. Soit α ∈ C un élément algébrique sur lk. Montrer
que α est racine simple de son polynôme minimal Pα.

Exercice 6. Soit lk ⊂ K une extension de corps et α ∈ K un élément algébrique sur lk. Soit Pα ∈ lk[X] le
polynôme minimal α. Montrer que l’extension lk(α) de lk est isomorphe au corps de rupture de Pα.

Exercice 7. Construire les familles F1 ⊂ F2 ⊂ F3 des points constructibles à partir de F1 = (O, I). Quels
sont les réels constructibles ainsi déterminés.

Exercice 8. Problème de la trisection de l’angle. Montrer que x1 = cosπ3 est constructible mais x2 = cosπ9
ne l’est pas.

Exercice 9.
1. Déterminer Q(

√
2) et Q(

√
3). Montrer que Q(

√
2) ∩Q(

√
3) = Q. En déduire le degré de Q(

√
2,
√

3).

2. Soit α =
√

2 +
√

3. Est-ce un nombre algébrique sur Q. Montrer que Q(α) = Q(
√

2,
√

3)

3. En déduire les sous-corps de Q(α).

Exercice 10. Soit lk un corps et P ∈ lk[X] un polynôme irréductible de degré n. Montrons que si lk⊂ K
est une extension de degré fini m premier avec n alors P est irréductible sur K.

Exercice 11.
1. Déterminer le degré de l’extension Q( 5

√
10, 3
√

7) sur Q.
2. Déterminer le degré de l’extension Q( 5

√
10 + 3

√
7) sur Q.

Exercice 12. Résultant. Discriminant de deux polynômes.
Soir lk un sous-corps de C. Considérons deux polynômes P1, P2 ∈ lk[X] de degré respectif p et q.

P1 = a

p∏
i=1

(X − αi), P2 = b

q∏
i=1

(X − βi),

leur décomposition dans C[X] ( α− i, βi ∈ C.) On appelle résultant de P1 et P2 le nombre complexe

R(P1, P2) = aqbp
∏

1 ≤ i ≤ p
1 ≤ j ≤ q

(αi − βi)

Si P1 ou P2 sont nuls, on pose R(P1, P2) = 0.

1. Montrer que R(P1, P2) = 0 si et seulement si P1 et P2 ont une racine commune.

2. Montrer que R(P1, P2) = 0 si et seulement si
{
PGCD(P1, P2) = 0 ou
dPGCD ≥ 1

3. On suppose P2 = b de degré 0 avec b 6= 0. Calculer R(P1, P2).

4. On suppose que P1 et P2 non nuls. Montrer que

R(P1, P2) = ap
p∏
i=1

P2(αi)

R(P2, P1) = (−1)pqR(P1, P2)
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5. Soient α et β deux nombres algébriques complexes sur Q. Soient P1 et P2 ∈ Q[X] deux polynômes de
degré respectif p et q tel que P1(α) = P2(β) = 0. Soit R(Z) = R(P1(X), P2(Z −X)) le résultant des
polynômes P1(X) et P2(Z −X) de lk[X]. Montrer que α+ β est racine de R(Z).

6. En déduire le polynôme minimal de
√

2 +
√

3,
√

2 + 4
√

2,
√

2 + 3
√

3, 5
√

10 + 3
√

7.

Exercice 13. Soit lk⊂ K une extension de degré fini de K. Supposons que [K; lk] soit un nombre premier.
Montrer que K est une extension monogène.

Exercice 14. Déterminer tous les éléments primitifs du corps quadratique Q(
√
d) (on suppose

√
d /∈ Q.)

Exercice 15. Soit lk un corps de caractéristique différente de 2 et K une extension de lk de degré 2. Montrer
qu’il existe α ∈ lk − R2 et β ∈ K tel que β2 = α et K = lk(β).

Exercice 16.

Exercice 17.
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Chapitre 4

Automorphismes de corps. Groupes de
Galois

4.1 Endomorphismes de corps

Soit K un corps commutatif et soit ϕ : K→ K un endomorphisme de corps. Ceci signifie que ϕ vérifie{
ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)
ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

pour tous x, y ∈ K. On a en particulier

ϕ(0) = ϕ(0) + ϕ(0) etdonc ϕ(0) = 0

ϕ(1) = ϕ(1)ϕ(1)

et si ϕ 6= 0 alors ϕ(1) = 1. Notons que ϕ(1) = 0 implique ϕ(x) = ϕ(x · 1) = ϕ(x)ϕ(1) = 0 pour tout x et
donc ϕ ≡ 0 dans ce cas.

Proposition 36 Soit f un endomorphisme du corps K. Alors l’ensemble

Fix(f) = {x ∈ K / f(x) = x}

est un sous-corps de K.

Démonstration. Comme f(1) = 1, alors 1 ∈ Fix(f). Soient a, b ∈ Fix(f). Alors f(a+b) = f(a)+f(b) = a+b,
donc a+ b ∈ Fix(f). D’ même f(ab) = f(a)f(b) = ab et a ∈ Fix(f). Ainsi Fix(f) est un sous-anneau de
K. On a de plus

f(a−1) = f(a)−1 = a−1

et donc pour tout a ∈ Fix(f), a−1 ∈ Fix(f) donc Fix(f) est un sous-corps de K.

Proposition 37 Soit H une partie non vide de l’ensemble des endomorphismes du corps K. Alors l’en-
semble

Fix(H) = {x ∈ K / ∀f ∈ H, f(x) = x}

est un sous-corps de K.

53
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Démonstration. En effet Fix(H) = ∩f∈HFix(f) et donc Fix(H) est une intersection de sous-corps, c’est
donc un sous-corps de K.
Notons que Fix(H) est parfois appelé le corps des invariants de H.

4.2 Automorphismes de corps

4.2.1 Définition

Définition 29 Soit K un corps commutatif. On appelle automorphisme de corps tout isomorphisme de
corps

ϕ : K −→ K.

Ceci signifie que ϕ vérifie {
ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y),
ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

pour tous x, y ∈ K, et ϕ est surjective. Rappelons que tout homomorphisme de corps est injectif et donc la
subjectivité de ϕ est équivalente à la bijectivité. Rappelons également que si ϕ est un homomorphisme de
corps alors {

ϕ(0) = 0,
ϕ(1) = 1

4.2.2 Le groupe Aut(K)

On note par Aut(K) l’ensemble des automorphismes du corps K.

Proposition 38 L’ensemble Aut(K) des automorphismes du corps K est un groupe pour la composition.

La démonstration est évidente. Cette proposition montre que Aut(K) est un sous-corps du groupe S(K)
des permutations de K.

4.2.3 Exemples

Automorphismes de Q

Si ϕ : Q → Q est un automorphisme de corps, on a ϕ(1) = 1, d’où ϕ(n) = ϕ(1 + 1 + · · · + 1) =
ϕ(1) + ϕ(1) + · · · + ϕ(1) = n. Si q 6= 0, q ∈ Z alors ϕ( qq ) = ϕ(q)ϕ(1

q ) = 1. Donc ϕ(1
q ) = 1

q et par
conséquence, si pq ∈ Q alors ϕ(pq ) = ϕ(p)ϕ(1

q ) = p
q . Ainsi

AutQ = {Id}.
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Automorphismes de R

Le raisonnement précédent montre que si ϕ ∈ Aut(R) alors ϕ(x) = x pour tout x ∈ Q.
Soit x ≥ 0, x ∈ R. Il existe y ∈ R tel que x = y2. On en déduit ϕ(x) = ϕ(y2) = ϕ(y)ϕ(y) = ϕ(y)2. Ainsi

ϕ(x) ≥ 0. (Rappelons que muni de la relation ≥, R est un corps ordonné). La propriété x ≥ 0⇒ ϕ(x) ≥ 0
implique que ϕ est une application croissante. On en déduit que ϕ est une application continue. En effet
soit ε > 0, ε ∈ R et soit η = ϕ−1(ε). Si x−x0 < η alors comme ϕ est croissante, ϕ(x−x0) = ϕ(x)−ϕ(x0) <
ϕ(η) = ε. De même x − x0 > −η implique ϕ(x) − ϕ(x0) > −ε. Ainsi pour ε > 0 donné, |x − x0| < η ⇒
|ϕ(x) − ϕ(x0)| < ε. Conclusion : tout automorphisme du corps R est continue. Comme sa restriction à Q
est l’identité et comme Q est dense dans R , la continuité implique que ϕ est l’identité sur R. Ainsi

Aut(R) = {Id}.

Automorphismes de C

Contrairement au cas précédent, un automorphisme du corps C n’est pas nécessairement continu, la
continuité des automorphismes de R reposant sur la croissance et donc sur le fait que R est un corps
ordonné, ce qui n’est pas le cas de C.

Proposition 39 Tout automorphisme continu du corps C est soit l’identité, soit la conjugaison

σ : z → z

Démonstration. La topologie considérée sur C est la topologie métrique usuelle, pour cette topologie les
opérations de corps sont continues. Soit ϕ : C→ C un automorphisme de corps. Il vérifie ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1,
t comme précédemment, on en déduit que ϕ(r) = r pour tout r ∈ Q. Soit a 6= 0, a ∈ Q et b ∈ C tel que
b2 = a. Comme ϕ(b)2 = ϕ(b2) = ϕ(a) = a alors ϕ(b) est racine de X2 = a et donc ϕ(b) = ± on en déduit
pour a = −1 et b = i que ϕ(i) = ±i. Comsidérons alors l’extension Q[i] de Q. Comme ϕ(i) = ±i, ϕ restreint
à Q[i] est égal à l’identité où à la conjugaison. Or Q est dense dans R et donc Q[i] est dense dans C. Comme
ϕ est continue sur C et égal à l’identité ou à la conjugaison sur la partie dense Q[i], elle est aussi égal à
l’identité ou à la conjugaison sur C.
Conséquence. Soit Aut0(C) le sous-groupe de Aut(C) formé des automorphismes continus. Alors

Aut0(C) = {Id, σ}

où σ(z) = z.

Dans le cas réel, nous avons vu que Aut0(R) = Aut(R). Ce n’est plus le cas dans C.

Théorème 13 Il existe des automorphismes de C non continus.

Examinons dans un premier temps comment étendre un isomorphisme de sous-corps de C en un isomor-
phisme de sous-corps intermédiaire.
Soit lk1 et lk2 deux sous-corps de C et f : lk1 → lk2 un isomorphisme de corps.
a) Soit α ∈ C− lk1 un élément algébrique sur lk1. On peut alors étendre f en un isomorphisme de corps

f̃ : lk1(α)→ lk2(β)
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tel que f̃|lk1 = f et f̃(α) = β et

β est algébrique sur lk2. Si Pα =

n∑
i=0

aiX
i est le polynôme minimal de α, alors le polynôme minimal de

β est Pβ =

n∑
i=0

f(ai)X
i.

b) Supposons α transcendant surk1. On peut étendre f en un isomorphisme de corps f̃ surk1 et f̃(α) = β
est transcendant sur k2. ‘
En particulier sir k2 n’a pas d’élément transcendant, on ne peut étendre f̃ à k1(α).

Lemme 5 Soit ϕ un automorphisme non continu de C. Alors ϕ(R) est dense dans C.

En effet si ϕ(R) n’et pas continu dans R, il existe b ∈ R tel que ϕ(b) ∈ C− R. Soient q1, q2 ∈ Q. On a

ϕ(q1b+ q2) = ϕ(q1)ϕ(b) + ϕ(q2).

Rappelons que tout automorphisme de C est l’identité sur Q. Ainsi

ϕ(q1b+ q2) = q1ϕ(b) + q2.

Fixons q1. L’ensemble {ϕ(q1b+ q2), q2 ∈ Q} est dense dans l’ensemble {q1ϕ(b) + x, x ∈ R} isomorphe à R.
Faisons varier q1. On obtient un ensemble dense dans le plan. Or cet ensemble est contenu dans ϕ(R) et
ϕ(R) est dense dans C.
Les exemples suivants montrent qu’il existent "beaucoup" d’isomorphismes de corps dans des extensions

de Q dans C engendrés par un nombre fini d’éléments. Considérons par exemple Q(
√

7). Comme
√

7 est
algébrique sur Q de degré deux

Q(
√

7) = {a+ b
√

7, a, b ∈ Q}.

Soit
σ : Q(

√
7)→ Q(

√
7)

définie par σ(a+ b
√

7) = a− b
√

7, soit σ(
√

7) = −
√

7. D’après les remarques ci-dessus, les seules extensions
de l’identité sur Q à Q(

√
7) sont Id et σ. Considérons à présent Q( 4

√
7). Considérée comme une extension

de Q(
√

7) le polynôme minimal appartient à Q(
√

7)[X] et est égal à X2 −
√

7. L’automorphisme σ de
Q(
√

7) envoie X2−
√

7 dans X2 +
√

7. Mais les racines de X2 +
√

7 sont ±i
√

7. Ainsi toute extension σ̃ de
σ ∈ Aut(Q(

√
7)) à Q( 4

√
7) vérifie

σ̃(
√

7) = i
√

7 ou σ̃(
√

7) = −i
√

7.

Par exemple, soit x ∈ Q( 4
√

7) extension de degré deux de Q(
√

7). Il s’écrit x = x1 + x2
4
√

7 avec x− 1, x2 ∈
Q(
√

7) et donc
x = a+ b

√
7 + c

4
√

7 + d
4
√

73, a, b, c, d ∈ Q.

Alors σ̃(x) = a+ ib
√

7− c 4
√

7− id 4
√

73 est un isomorphimse de coprs qui étend σ.
Considérons à présent l’extension Q( 4

√
7, π) de Q. Il existe beaucoup de possibilités pour étendre σ̃ à

Q( 4
√

7, π). Ces automorphimes ne coïncident pas avec l’identité ni la conjugaison sur C. SI nous prouvons
ue de tels automorphimes s’étendent en des automorphimes de C, nous en déduirons l’existence d’automor-
phimes de C non continus. On montre dans un premier temps le résultat suivant :
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Proposition 40 Soient lk1 et lk2 deux sous-corps de C et f : lk1 → lk2 un isomorphisme de corps. Alors
f s’étend en un isomorphisme

f̃ : A(lk1,C)→ A(lk2,C).

Rappelons que A(lk1,C) est le sous-corps de C formé des éléments de C algébrique sur lk1. On considère
la famille F constitué des isomorphismes étendant f à un sous-corps de A(lk1,C). Alors F est une famille
inductive

(voir chapitre 1 cours Algèbre multilinéaire www.ramm-algebra-center.monsite-orange.fr)

non vide car elle contient f. Elle admet un élément maximal qui est l’isomorphisme f̃ cherché. Notons que
Imf̃ est un sous-corps algébriquement clos de A(lk,C) contenant lk. C’est donc A(lk,C).

Théorème 14 Tout automorphisme d’un sous-corps de C s’étend en un automorphisme de C.

Soit ϕ un automorphisme d’un sous-corps de C et soit F la famille d’automorphismes qui étendent ϕ à
un sous-corps de C. Cette famille est inductive et d’après le lemme de Zorm admet un élément maximal
θ. Montrons que θ est un automorphisme de C. Si ce n’est pas le cas, soit K un sous-corps de C qui soit
le domaine de θ. Soit α ∈ C − K. Si α est algébrique sur K, alors A(K,C) + K et d’après la proposition
précédente, θ s’étend à A(K,Q) ce qui contredit la maximalisé de θ. Donc s’il existe α ∈ C − K, α est
transcendant surK. On peut étendre θ àK(α) et θ(α) est transcendant dans =θ. Ceci contredit la maximalisé
de θ, donc K = C.

4.2.4 Automorphismes d’un corps fini

Commençons par étudier les automorphismes des corps premier Fp = Z/pZ. Soient p un nombre premier
et ϕ un automorphisme du corps Fp. Pour tout r ∈ {0, 1, · · · , p − 1}, notons par r la classe de r dans Fp.
L’automorphisme ϕ vérifie

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1.

Il vérifie donc

ϕ(r) = r

pour tout r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}. Ainsi

Proposition 41 Soit p un nombre premier, alors

Aut(Fp) = {Id}.

Soit K un corps fini. Sa caractéristique p est non nulle et il existe un entier n tel que K contienne pn

éléments. Nous avons noté par Fpn un tel corps, ce qui est justifié car il est unique à isomorphisme de corps
près.
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Proposition 42 Le groupe Aut(Fpn) des automorphismes du corps fini Fpn est un groupe cyclique d’ordre
n engendré par l’automorphisme de Frobenius

F : x ∈ Fpn −→ xp

de Fpn.

Démonstration. Rappelons que le corps Fpn contient pn éléments. Son groupe multiplicatif F∗pn contient
pn− 1 éléments. Il est cyclique et isomorphe au groupe Z/(pn− 1)Z. Ainsi tout élément non nul de Fpn est
d’ordre un diviseur de pn − 1. On en déduit que tout élément x ∈ Fpn vérifie

xp
n

= x.

Soit F l’homomorphisme de Frobenius de Fpn . Comme Fpn est de caractéristique p, il s’écrit

F(x) = xp.

Cet homomorphisme est injectif et comme Fpn est fini, il est surjectif et donc

F ∈ Aut(Fpn).

Considérons à présent le sous-groupe H de Aut(Fpn) engendré par F . Comme

Fk = xp
k

on a Fn = xp
n

= x pour tout x ∈ Fpn et donc F est d’ordre fini, son ordre étant un diviseur de n.
Comme F∗pn est isomorphe au groupe Z/(pn − 1)Z, l’ordre de F est exactement n. Ainsi le sous-groupe H
engendré par F est cyclique d’ordre n. On en déduit donc que Aut(Fpn) contient un sous-groupe cyclique
d’ordre n. Revenons à l’étude générale de Aut(Fpn). Rappelons que le corps premier de Fpn est Fp. Soit σ
un automorphisme de Fpn . D’après la proposition ci-dessus, il vérifie

σ(x) = x, ∀x ∈ Fp.

On en déduit que σ est un Fp-isomorphisme linéaire du Fp-espace vectoriel Fpn et

dimFp Fpn = [Fpn ,Fp] = n.

Mais tout Fp-isomorphisme linéaire de Fpn n’est pas un automorphisme du corps Fpn . Nous devons détermi-
ner, parmi ces isomorphismes linéaires, ceux qui sont des homomorphismes du groupe multiplicatif F∗pn . Sup-
posons qu’il existe n+ 1 automorphismes σ1, · · · , σn+1 de Fpn qui soient l’identité sur le sous-corps premier
Fp. Soit {e1, · · · , en} une base du Fp-espace vectoriel Fpn . Considérons les vecteurs Vi = (σi(e1), · · · , σi(en)),
i = 1, · · · , n+ 1. Ils appartiennent à l’espace vectoriel Fnpn , considéré comme un Fpn-espace vectoriel. Il est
donc de dimension n et la famille {V1, · · · , Vn+1} est liée. Il existe des scalaires β1, · · · , βn+1 appartenant
au corps de base Fpn tels que

β1V1 + · · ·+ βn+1Vn+1 = 0

soit
β1σ1(ei) + · · ·+ βn+1σn+1(ei) = 0

pour i = 1, · · · , n. Mais ceci implique

β1σ1(x) + · · ·+ βn+1σn+1(x) = 0
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pour tout vecteur x ∈ Fpn . On en déduit

β1σ1 + · · ·+ βn+1σn+1 = 0

avec β1, · · · , βn+1 ∈ Fpn non tous nuls. Pour montrer que ceci entraine une contradiction, nous considérons
les automorphismes σi comme des homomorphismes du groupe multiplicatif F∗pn . Ce sont donc des caractères
du groupe F∗pn dans le corps Fpn . Rappelons qu’étant donné un groupe G et un corps K, un caractère de
G dans K est un homomorphisme de groupe de G dans K∗. D’après le théorème d’Artin, des caractères
distincts χ1, · · · , χk du groupe G, sont linéalrement indépendants au sens suivant : si

λ1χ1 + · · ·+ λkχk = 0

avec λ1, · · · , λk ∈ K, alors λ1 = · · · = λk = 0. Appliquons ce résultat aux automorphismes σi considérés
comme caractères du groupe F∗pn dans le corps Fpn . Comme ils sont distincts, ils sont indépendants et donc
β1 = · · · = βn+1 = 0 ce qui contredit le fait qu’ils aient été choisis non tous nuls. Ainsi l’ordre du groupe
Aut(Fpn) est au plus n. Comme il contient un sous-groupe d’ordre n, on a le résultat cherché.

4.3 Groupe de Galois d’une extension

4.3.1 lk-homomorphismes, lk-automorphismes

Définition 30 Soient lk ⊂ K1 et lk ⊂ K2 deux extensions du corps lk. On appelle lk-homomorphisme de
K1 dans K2 tout homomorphisme de corps

ϕ : K1 → K2

laissant invariant les éléments de lk c’est-à-dire

∀α ∈ lk, ϕ(α) = α

Comme K1 et K2 sont des extensions de lk, ce sont des lk-espaces vectoriels. Si ϕ est un lk-homomorphisme
alors pour tout x ∈ K1 et α ∈ lk,

ϕ(αx) = ϕ(α)ϕ(x) = αϕ(x).

Ainsi ϕ est une application lk-linéaire.

Définition 31 Soit lk ⊂ K une extension du corps lk. Tout lk-homomorphisme de K dans K bijectif est
appelé un lk-automorphisme de K.

Si ϕ : K → K est un lk-automorphisme, c’est un endomorphisme lk-linéaire. Comme c’est un automor-
phisme de corps, il est injectif. Ainsi ϕ est un automorphisme si et seulement s’il est surjectif.

Proposition 43 Soit lk ⊂ K une extension de degré fini. Alors tout lk-homomorphisme de K dans K est
un lk-automorphisme.
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Démonstration. En effet comme K est un lk-espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme linéaire
injectif

ϕ : K→ K

est bijectif. Alors ϕ est un lk-automorphisme.

4.3.2 Groupe de Galois d’une extension lk ⊂ K

Il est clair que la composée de deux lk-automorphismes de K est encore un lk-automorphisme de K

Définition 32 On appelle groupe de Galois d’une extension lk ⊂ K, le groupe des lk-automorphismes de
K pour la composition.

On notera par Gal(K/lk) le groupe de Galois de l’extension lk ⊂ K. Il est clair que Gal(K/lk) est un
sous-groupe de Aut(K).

Proposition 44 Soit K un corps et P son sous-corps premier. Alors le groupe de Galois Gal(K/P ) de
l’extension de P par K est égal à Aut(K).

Démonstration. On sait que Gal(K/P ) est un sous-groupe de Aut(K). Soit ϕ ∈ Aut(K). Nous avons vu que

Fix(ϕ) = {x ∈ K, ϕ(x) = x}

est un sous-corps de K. Il contient donc le sous-corps premier P. Ainsi pour tout x ∈ P on a ϕ(x) = x et
donc ϕ ∈ Gal(K/P ). On en déduit que Aut(K) = Gal(K/P ).

Exemple. Comme Q est le corps premier de R on a :

Gal(R/Q) = Aut(R) = {Id}.

4.3.3 Groupe de Galois d’une extension de degré fini

Théorème 15 Soit lk ⊂ K une extension de degré fini n. Le groupe de Galois Gal(K/lk) est alors un
groupe fini et on a :

|Gal(K/lk)| ≤ n

où |Gal(K/lk)| désigne l’ordre du groupe de Galois.

Démonstration. En fait nous avons déjà établi cette démonstration dans le chapitre précédent lors de la
détermination des groupes des automorphismes d’un corps fini.
Considérons une base {e1, · · · , en} une base du lk-espace vectoriel K. Rappelons que tout élément de

Gal(K/lk) est un lk-automorphisme de K. C’est donc un lk-isomorphisme linéaire de K. L’inverse n’est pas
vrai. Un élément de Gal(K/lk) est un lk-endomorphisme linéaire de K qui est aussi un automorphisme
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du groupe multiplicatif K∗. Supposons que le groupe de Galois contiennent (n + 1) éléments distincts
ϕ1, · · · , ϕn. Considérons la famille des vecteurs du K-espace vectoriel Kn :

V1 = (ϕ1(e1), · · · , ϕ1(en)),
· · ·
Vn+1 = (ϕn+1(e1), · · · , ϕn+1(en)).

Comme Kn est un espace vectoriel de dimension n sur K ces (n + 1)-vecteurs sont liés. Il existe donc des
coefficients a1, · · · , an+1 ∈ K tels que a1V1 + · · · an+1Vn+1 = 0. On en déduit

a1ϕ1(ei) + · · · an+1ϕn+1(ei) = 0

pour tout i = 1, · · · , n. Ceci implique que l’application :

a1ϕ1 + · · · an+1ϕn+1 : V → a1ϕ1(V ) + · · · an+1ϕn+1(V )

est une application lk-linéaire sur le lk-espace vectoriel K nulle sur tous les vecteurs de base e1, · · · , en de
cet espace. Elle est donc nulle. Ainsi nous avons montrer qu’il existait des scalaires a1, · · · , an+1 ∈ K non
tous nuls tels que

a1ϕ1 + · · · an+1ϕn+1 = 0.

Or chacune des applications ϕi est un homomorphisme du groupe K∗. Dans ce cas l’identité précédente est
impossible. Ceci découle directement du théorème d’Artin (voir chapitre précédent) ou plus généralement
du lemme de Dedekind (voir cours sur la théorie des groupes) :

Lemme de Dedekind Soient G un groupe et K un corps. On considère une famille (ϕi)i∈I d’homomor-
phismes de groupes

ϕi : G→ K∗

où K∗ est le groupe multiplicatif de K. On suppose ϕi 6= ϕj pour tous i, j ∈ I, i 6= j. Pour toute famille
(λi)i∈I d’éléments de K vérifiant

∀g ∈ G,
∑
i∈I

λiϕi(g) = 0

alors ∀i ∈ I, λi = 0.

Revenons à notre démonstration. La relation a1ϕ1+· · · an+1ϕn+1 = 0 implique d’après le lemme de Dedekind
que tous les ai sont nuls ce qui est contraire à l’hypothèse faite sur les ai. Donc le groupe de Galois contient
au plus n éléments.

Proposition 45 Soit lk ⊂ K une extension de degré fini. L’ensemble

Fix(Gal(K/lk)) = {x ∈ K , ∀ϕ ∈ Gal(K/lk), ϕ(x) = x}

est un sous-corps de K contenant lk et l’extension Fix(Gal(K/lk)) ⊂ K est de degré fini. De plus

Gal(K/lk) = Gal(K/F ix(Gal(K/lk)))

et
|Gal(K/lk)| = [K, F ix(Gal(K/lk))].
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Démonstration. Soit ϕ ∈ Gal(K/lk). Alors, d’après la définition du corps Fix(Gal(K/lk)), il laisse fixe les
éléments de ce corps. Comme Fix(Gal(K/lk)) ⊂ K est une extension de corps, on en déduit

ϕ ∈ Gal(K/F ix(Gal(K/lk))

et donc
Gal(K/lk) ⊂ Gal(K/F ix(Gal(K/lk)).

L’inclusion inverse est évidente, ainsi

Gal(K/lk) = Gal(K/F ix(Gal(K/lk)).

Déterminons à présent l’ordre de ce groupe de Galois. Comme K est une extension de degré fini, le groupe
Gal(K/lk) est d’ordre fini et

|Gal(K/lk)| ≤ [K, lk].

D’après le résultat précédent, on en déduitt

|Gal(K/lk)| = |Gal(K/F ix(Gal(K/lk))| ≤ [K, F ix(Gal(K/lk))].

Posons n = [K, F ix(Gal(K/lk))] et soit {e1, · · · , en} une base du F -espace vectoriel K où F désigne, pour
simplifier l’écriture, le corps Fix(Gal(K/lk)). Posons m = |Gal(K/lk)|. L’inégalité ci-dessus s’écrit

m ≤ n.

Supposons m 6= n. Soit ϕ1, · · · , ϕm les éléments de Gal(K/lk). Considérons les vecteurs
V1 = (ϕ1(e1), · · · , ϕm(e1)),
· · ·
Vn = (ϕ1(en), · · · , ϕm(en)).

Comme chaque ϕi(ej) ∈ K, ces m vecteurs appartient au K-espace vectoriel Kn. Ils engendrent un sous-
espace vectoriel H de Kn. Posons r = dimH. Extrayons de la famille {V1, · · · , Vn} une base de H et
supposons, ce qui ne nuit pas à la généralité, que cette base soit {V1, · · · , Vr}. On a en particulier

Vr+1 = a1V1 + · · ·+ arVr

avec ai ∈ K pour i = 1, · · · r. Ceci est équivalent à écrire

ϕj(er+1) = a1ϕj(e1) + · · ·+ arϕj(er)

pour tout j = 1, · · · ,m. Ceci signifie que tout élément du groupe Gal(K/lk) vérifie cette identité. Nous
allons montrer que ces coefficients ai appartiennent à F = Fix(Gal(K/lk)). Soit g ∈ Gal(K/lk). Alors

g ◦ ϕj(er+1) = g(a1ϕj(e1) + · · ·+ ϕj(er)) = g(a1)g(ϕj(e1)) + · · ·+ g(ar)g(ϕj(er)).

Mais tout élément ϕ ∈ Gal(K/lk) vérifie

ϕ(er+1) = a1ϕ(e1) + · · ·+ arϕ(er)

et en particulier les applications g ◦ ϕj , c’est-à-dire que l’on a

g ◦ ϕj(er+1) = a1g ◦ ϕj(e1) + · · ·+ arg ◦ ϕj(er).
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Comme on a aussi
g ◦ ϕj(er+1) = g(a1)g ◦ ϕj(e1) + · · ·+ g(ar)g ◦ ϕj(er),

alors
(a1 − g(a1))g ◦ ϕj(e1) + · · ·+ (ar − g(ar))g ◦ ϕj(er) = 0.

Considérons l’inverse g−1 de g dans Gal(K/lk). Alors

g−1((a1−g(a1))g◦ϕj(e1)+· · ·+(ar−g(ar))g◦ϕj(er)) = (g−1(a1)−a1)ϕj(e1)+· · ·+(g−1(ar)−ar)ϕj(er) = 0

Ceci est équivalent à
(g−1(a1)− a1)V1 + · · ·+ (g−1(ar)− ar)Vr = 0.

Comme les vecteurs V1, · · · , Vr sont K linéairement indépendants, alors

g−1(a1) = a1, · · · , g−1(ar) = ar

pour tout g ∈ Gal(K/lk).. Ainsi chacun des coefficients ai est dans le corps F des éléments fixes deGal(K/lk).
On en déduit que pour chaque ϕ ∈ Gal(K, lk), on a

ϕ(er+1) = a1ϕ(e1) + · · · arϕ(er) = ϕ(a1e1 + · · ·+ arer).

Ceci est en particulier vrai pour ϕ = Id. Ceci donne

er+1 = a1e1 + · · ·+ arer

avec ai ∈ F. Mais les vecteurs e1, · · · , en sont linéairement indépendants dans le F -espace vectoriel K. Ceci
est impossible et contredit l’hypothèse m 6= n. D’où

m = n

et
|Gal(K/lk)| = [K, F ix(Gal(K/lk))].

Exemple.
Soit l’extension Q ⊂ Q(

√
2). Elle est de degré 2. Le groupe de Galois Gal(Q(

√
2)/Q) est fini et son ordre

vérifie
|Gal(Q(

√
2)/Q)| ≤ 2.

Mais Fix(Gal(Q
√

2)/Q)) est un corps vérifiant

Q ⊂ Fix(Gal(Q(
√

2)/Q)) ⊂ Q(
√

2).

Ainsi [Fix(Gal(Q(
√

2)/Q));Q] = 1 ou 2. Dans le premier cas Fix(Gal(Q(
√

2)/Q)) = Q et

|Gal(Q(
√

2)/Q)| = 2.

Dans le deuxième cas Fix(Gal(Q(
√

2)/Q)) = Q(
√

2) et Gal(Q(
√

2)/Q) = Id. Montrons que la première
hypothèse est vérifiée. Soit σ l’automorphisme de Q(

√
2) défini par

σ(a+ b
√

2) = a− b
√

2.

Il vérifie σ(a) = a pour tout a ∈ Q et σ appartient à Gal(Q(
√

2)/Q). On a donc

Gal(Q(
√

2)/Q) = {Id, σ}

et ce groupe est isomorphe à Z/2Z.
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4.4 Extensions galoisiennes finies

4.4.1 Définition et exemples

Définition 33 Soit lk un corps (commutatif). On appelle extension galoisienne finie de lk toute extension
de corps K de lk de degré fini tel que

|Gal(K/lk)| = [K; lk].

Exemples.
1. D’après l’exemple du paragraphe précédent, Q(

√
2) = Q[

√
2] est une extension galoisienne finiee Q de

degré 2.
2. Soit lk ⊂ K une extension de degré fini et soit F = Fix(Gal(K/lk)) le corps des éléments fixes de
Gal(K/lk). Alors

Gal(K/lk) = Gal(K/F )

et
|Gal(K/lk)| = [K;F ].

Ainsi l’extension de F par K est galoisienne finie.

4.4.2 Extensions algébriques monogènes galoisiennes

Soit lk ⊂ lk[α] une extension algébrique monogène de lk. Soit Pα ∈ lk[X] le polynôme minimal de α. Donc
lk[α] est une extension algébrique de lk de degré fini égal au degré du polynôme minimal de α. Comme
l’extension est de degré fini son groupe de Galois vérifie

|Gal(lk[α]; lk| ≤ [lk[α]; lk] = d(Pα).

En général une telle extension n’est pas galoisienne. Plus précisément on a

Théorème 16 Soit lk[α] une extension algébrique monogène de lk et soit Pα le polynôme minimal de α.
Alors l’extension lk ⊂ lk[α] est galoisienne finie si et seulement si Pα admet n racines distinctes dans lk[α]
où n est le degré de Pα.

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat en plusieurs étapes :
1. Soit ϕ ∈ Gal(lk[α]; lk) alors ϕ(α) est une racine de Pα. Posons Pα =

∑n
i=1 aiX

i. Donc Pα(ϕ(α)) =∑n
i=1 ai(ϕ(α))i =

∑n
i=1 aiϕ

i(α) =
∑n

i=1 ϕ(ai)ϕ(αi) =
∑n

i=1 ϕ(aiα
i) = ϕ(

∑n
i=1 aiα

i) = ϕ(Pα(α))ϕ(0) =
0. Ainsi ϕ(α) est une racine de Pα.

2. Soit β ∈ lk[α] une racine de Pα. Alors il existe ϕ ∈ Gal(lk[α]; lk) tel que Pα = Pβ. En effet si β est
une racine de Pα il est algébrique sur lk. Comme Pα(β) = 0 et que Pα est irréductible alors Pα est
le polynôme minimal de β. Ainsi l’extension lk[β] de lk est aussi de degré n. Comme β ∈ lk[α] alors
lk[β] ⊂ lk[α]. Comme les lk-espaces vectoriels lk[β] et lk[α] sont de même dimensions on a lk[β] = lk[α].
Il existe donc ϕ ∈ Gal(lk[α]; lk) tel que ϕ(α) = β. Plus précisément cet automorphisme est défini par :

ϕ(b0 + b1α+ · · ·+ bnα
n) = b0 + b1β + · · ·+ bnβ

n

avec bi ∈ lk.



4.4. EXTENSIONS GALOISIENNES FINIES 65

3. L’ordre du groupe de Galois est égal au nombre de racines de Pα qui sont dans lk[α]. En effet
si β1, · · · , βr sont des racines distinctes de Pα dans lk[α], chacune de ces racines βi définit un lk-
automorphisme ϕi tel que βi = ϕi(α). Ces automorphismes sont bien entendu distincts. Inversement
si ϕ1 et ϕ2 sont deux automorphismes distincts de Gal(lk[α]; lk) alors β1 = ϕ1(α) et β2 = ϕ2(α) sont
des racines distinctes car tout lk-automorphisme de lk[α] est entièrement déterminé par l’image de
α. Ainsi les lk-automorphimes de lk[α] correspondent bijectivement aux racines distinctes de Pα dans
lk[α].

4. Les résultats ci-dessus montrent que si Pα admet n racines distinctes dans lk[α] alors le groupe de
Galois Gal(lk[α]; lk) est d’ordre n et l’extension lk[α] est donc galoisienne.

4.4.3 Exemple d’extension galoisienne finie : les corps finis

Soit lk un corps fini de caractéristique p contenant q = pn éléments. Soit

F : lk → lk

l’automorphisme de Frobenius Fn(x) = xp. Il vérifie

F2(x) = xp
2
, · · · ,Fn = Idlk.

lk étant de caractéristique p, c’est une extension de Fp. Soit α un générateur du groupe cyclique lk∗.
Comme |lk| = q = pn, on a |lk∗| = q − 1 et αq−1 = 1. Soit l un entier vérifiant 1 ≤ l < n. Alors

1 < pl − 1 < pn − 1 = q − 1

et donc αpl−1 6= 1. Ainsi
F l(α) 6= α

pour tout l tel que 1 ≤ l < n. On en déduit que F est un automorphisme d’ordre n de lk. Mais d’après la
proposition ? (chap ? ?) , lk = Fp(α) est une extension algébrique de Fp de degréé pn − 1. Mais

|Gal(lk/Fp)| ≤ [lk,Fp] = pn − 1.

Or Id,F , · · · ,Fpn−2 sont des automorphismes de Fp qui se réduisent à l’identité sur Fp. Ils appartiennent
au groupe de Galois de l’extension Fp ⊂ lk. On en déduit

Proposition 46 Soit lk un corps fini de caractéristique p. Alors l’extension Fp ⊂ lk est galoisienne finie.

Soit K un corps fini qui soit une extension de lk alors Fn : K → K est un automorphisme de K qui est
l’identité sur lk. Ainsi

Fn ∈ Gal(K/lk)

pour toute extension finie de lk. Cet automorphisme est appelé l’automorphisme de K sur lk.Le corps lk La
proposition précédente implique alors

Proposition 47 Soit lk un corps fini de caractéristique p contenant q = pn éléments. Si K est un corps
fini et une extension de lk, alors l’extension lk ⊂ K est galoisienne finie. Son groupe de Galois est le groupe
cyclique engendré par l’automorphisme de Frobenius F de K sur lk.
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Chapitre 5

Extensions associées à un polynôme

Jusqu’à présent, les extensions qui nous ont plus particulièrement intéressé étaient les extensions algé-
briques de degré fini. A une extension algébrique monogène, nous avons associé un polynôme, le polynôme
minimal de l’élément algébrique associé à cette extension et décrit des propriétés de ce polynôme qui per-
mettaient de décrire l’extension en question. Par exemple, deux extensions monogènes algébriques dont
les éléments algébriques correspondants avaient le même polynôme minimal sont isomorphes. Nous allons
aborder la notion d’extension directement à partir d’un polynôme et décrire, à partir d’un polynôme donné,
des extensions associées à ce polynôme.
Rappelons que tous les corps considérés sont commutatifs, et lorsque nous parlons de corps, celui-ci est

commutatif.

5.1 Corps de rupture d’un polynôme

Cette notion a déjà été présentée au chapitre 1 comme exemple de construction de corps. Nous la rappelons
ici car elle va jouer un rôle important pour la suite.

5.1.1 Définition

Soient lk un corps commutatif et lk[X] l’anneau des polynômes à une indéterminée à coefficients dans
lk. Soit P ∈ lk[X] un polynôme irréductible de degré au moins égal à 1. Il ne s’écrit donc pas comme un
produit de deux polynômes de lk[X] de degré au moins 1. L’idéal (P ) de l’anneau lk[X], défini par

(P ) = {PQ, Q ∈ lk[X]},

est un idéal maximal et donc l’anneau quotient KP = lk[X]/(P ) est un corps, appelé le corps de rupture de
P .
Soit π : lk[X]→ KP la surjection canonique. C’est un homomorphisme surjectif d’anneaux. Identifions lk

à l’ensemble des polynômes de degré 0 de lk[X]. Alors la restriction π|lk de π au sous-anneau lk de lk[X] est
un homomorphisme de corps

π|lk : lk → KP ,

Il est donc injectif. Ainsi lk s’identifie au sous-corps π(lk) de KP . On a donc

67
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Proposition 48 Soit P ∈ lk[X] un polynôme irréductible. Alors le corps de rupture KP = lk[X]/(P ) de
P est une extension de corps de lk. Il est appelé le corps de rupture de P.

Posons α = π(X). Si t est un élément de Kp, il existe un polynôme Q ∈ lk[X] tel que t = π(Q). Si
Q =

∑
aiX

i avec ai ∈ lk, alors π(Q) =
∑
aiX

i
=
∑
aiα

i car π est un homomorphisme d’anneaux. On en
déduit

t =
∑

aiα
i

et donc t ∈ lk[α]. Comme Kp est un corps

KP = lk[α] = lk(α).

Proposition 49 Le corps de rupture Kp du polynôme irréductible P ∈ lk[X] est une extension monogène
algébrique de lk de degré

[Kp; lk] = d(P )

où d(P ) est le degré du polynôme P .

En effet, par construction π(P ) = 0 ce qui est équivalent à

P (α) = 0.

Comme P est irréductible, P est le polynôme minimal de α.
Conséquence. Etant donné un polynôme irréductible P ∈ lk[X] de degré supérieur à 1, il existe une
extension monogène algébrique dans laquelle P a une racine. Cette remarque permet de donner un sens
plus large à cette définition concernant tout polynôme irréductible ou non.

Définition 34 Soit P un polynôme de lk[X]. Une extension K de lk est appelé corps de rupture de P sur
lk s’il existe dans K une racine de P et si K = lk[α].

Il est clair que si P est irréductible, le corps KP est un corps de rupture au sens large. Notons toutefois
que si P n’est pas irréductible, il existe un corps de rupture tel que

[K; lk] ≤ d(P ).

En effet comme P n’est pas irréductible il s’écrit P = P1P2 et nous pouvons supposer qu’un de ces deux
polynômes Pi est irréductible. Prenons par exemple P1. Alors KP1 est un corps de rupture de P1 donc de
P et on a

[KP1 ; lk] = d(P1) ≤ d(P ).

Par contre si P est irréductible, deux corps de rupture lk[α] et lk[β] de P sont isomorphes à KP . Ces
corps sont dits conjugués.
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5.1.2 Sur le groupe de Galois d’un corps de rupture

Soit P un polynôme irréductible et soit KP son corps de rupture. Si n est le degré de P , alors KP est une
extension monogène algébrique, KP = lk[α] de lk de degré n. Toutefois cette extension n’est pas en général
galoisienne. Pour s’en convaincre, il suffit de se reporter au chapitre précédent sur le calcul du groupe
de Galois d’une extension monogène algébriquee. Celle-ci est algébrique si l’extension contient toutes les
racines de P et si ces racines sont simples. Ce qui n’est pas en général le cas.

Exemple. Considérons par exemple le polynôme P = X4 − 2 de Q[X]. Il est irréductible d’après le critère
d’Eisenstein. Son corps de rupture KP est une extension de degré 4. Soit α = 4

√
2. Tout Q-automorphismes

de Q[ 4
√

2] est entièrement défini par la donnée de l’image de 4
√

2. Ainsi les seuls Q-automorphismes de Q[ 4
√

2]
sont σ1 et σ2 définis par {

σ1( 4
√

2) = 4
√

2

σ2( 4
√

2) = − 4
√

2.

Ainsi |Gal(KP /Q)| = 2 < [KP ;Q] = 4. Cette extension n’est pas galoisienne finie.
Nous allons donc associer à P un nouveau corps en considérant "toutes" les racines de P et s’approcher

d’une extension galoisienne finie.

5.2 Corps de décomposition d’un polynôme irréductible

Définition 35 Soit lk un corps et soit P ∈ lk[X] un polynôme de degré n. On dit qu’une extension de
corps lk ⊂ K est un corps de décomposition de P sur lk si

1. il existe a, α1, · · · , αn ∈ K tel que P = a(X − α1) · · · (X − αn) dans K[X],

2. K = lk(α1, · · · , αn).

Ainsi K est une extension algébrique de degré fini de lk dans laquelle P se factorise en polynôme de
degré 1. En "gros", K est obtenu par adjonction des racines de P . Ceci se comprend facilement si lk est un
sous-corps de C. On cherche les racines de P dans C et on construit ensuite K.

Théorème 17 Soit lk un corps et soit P ∈ lk[X] un polynôme de degré supérieur n ou égal à 1. Alors

1. Il existe un corps de décomposition de P de degré inférieur ou égal à n!.

2. Deux corps de décomposition de P sont lk-isomorphes.

Le théorème montre l’existence et surtout l’unicité à isomorphisme près du corps de décomposition de P.
Pour cela nous parlerons du corps de décomposition de P sur lk et nous le noterons Dlk(P ).

Démonstration. Nous allons prouver l’existence du corps de décomposition en raisonnant par récurrence sur
le degré de P.
• Supposons P de degré 1. alors K = lk est un corps de décomposition de P.

• Supposons que tout polynôme de degrém sur lk admet un corps de décomposition. Soit P un polynôme
de degré m+ 1. Si KP est son corps de rupture, il existe α ∈ KP tel que P (α) = 0 et lk[α] = Kp. Dans
le corps lk[α], P se factorise

P = (X − α)P1
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avec P1 ∈ lk[α][X] et d(P1) = m. D’après l’hypothèse de récurrence, P1 admet un corps de décompo-
sition K1 sur lk[α] et dans ce corps P1 se factorise

P1 = a(X − α1) · · · (X − αn)

avec a, α1, · · · , αn ∈ K1. Ainsi dans K1 on a

P = a(X − α)(X − α1) · · · (X − αn)

et donc ce polynôme P se factorise en polynôme de degré 1. Chaque αi, i = 1, · · · , n, est algébrique
sur lk car se sont des racines de P . De plus, d’après l’hypothèse de récurrence, K1 = lk[α](α1, · · · , αn)
est une extensoion finie algébrique, par définition d’un corps de décomposition. Ainsi

K1 = lk[α](α1, · · · , αn) = lk(α, α1, · · · , αn)

et K1 est un corps de décomposition de P.

• On en déduit que tout polynôme de degré supérieur ou égal à 1 sur lk admet un corps de décomposition.

Montrons à présent qu’un tel corps est unique à isomorphisme près. Soient K1 et K2 deux corps de décompo-
sition du polynôme P . Nous allons montrer l’existence d’un lk-isomorphisme entre K1 et K2 par récurrence
sur le degré de [K1; lk]. Posons n = [K1; lk] (ce degré est fini car K1 est engendré par les racines de P ).
— Si n = 1 alors lk = K1, le polynôme P admet toutes ces racines dans lk et le résultat est évident.
— Supposons le résultat vrai pour tous les corps de décomposition de P de degré inférieur à n sur lk.

Comme n > 1, les racines de P ne sont pas toutes dans lk donc P admet un facteur irréductible Q de
degré d > 1 dans lk. Soit α une racine de Q, donc de P , appartenant à K1. Comme Q est irréductible,
[lk[α]; lk] = d(Q) et donc [lk[α]; lk] > 1. Il est clair que K1 et K2 sont des corps de décomposition de P
sur lk[α] et on a

[K1; lk] = [K1; lk[α]].[lk[α]; lk] = n

et donc [K1; lk[α]] < n. Selon l’hypothèse de récurrence, il existe un isomorphisme de corps f : K1 → K2

tel que f soit l’identité sur lk[α]. C’est donc aussi l’identité sur lk.
On en déduit le théorème.

Consequence. Si P est un polynôme de degré n, son corps de décomposition existe et est unique (à
isomorphisme près). On le note Dlk(P ). Dans ce corps P = a(X−α)(X−α1) · · · (X−αn) avec a, α1, · · · , αn ∈
Dlk(P ) et Dlk(P ) = lk(α1, · · · , αn).

Définition 36 Soit p un polynôme de lk[X] et Dlk(P ) son corps de décomposition. Alors le groupe de
Galois |Gal(Dlk(P )/lk| de l’extension lk ⊂ Dlk(P ) est appelé le Groupe de Galois du polynôme P ou de
l’équation polynomiale P (x) = 0.

Ainsi le corps de décomposition de P ∈ lk[X] est une extension algébrique de degré fini dans laquelle P
se faxtorise en produit de polynôme de premier degré. Si P est de degré n, alors P admet dans son corps
de décomposition n racines distinctes ou confondues. De plus, de par sa construction, on a

[Dlk(P ), lk] ≤ n!.



5.3. LE GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNÔME SÉPARABLE 71

5.3 Le groupe de Galois d’un polynôme séparable

5.3.1 Polynômes séparables

Soit P ∈ lk[X] et soit Dlk(P ) son corps de décomposition. Comme Dlk(P ) est une extension de lk, on
peut considérér P comme un polynôme à coefficients dans cette extension. Par définition du corps de
décomposition, le polynôme P s’écrit alors

P = a(X − α1) · · · (X − αr)

avec a, α1, · · ·αr ∈ Dlk(P ). Mais les racines α1, · · ·αr peuvent être confondues.

Définition 37 On dit que le polynôme P ∈ lk[X] est séparable si P n’a pas de racine multiple dans son
corps de décomposition Dlk(P ).

Ainsi, si P est de degré n et séparable, alors il admet n racine distinctes dans Dlk(P ). Soit P ′ le polynôme
dérivé de P . Si P = a0 +a1X + · · ·+anX

n avec ai ∈ lk pour i = 1, · · · , n, alors son polynôme dérivé s’écrit

P ′ = a1 + 2a2X + 3a3X
2 + · · ·+ nanX

n−1.

Considérons P comme un polynôme à coefficients dans Dlk(P ). Soit α ∈ Dlk(P ) une racine de P . On a alors

P = (X − α)Q(X)

et α est une racine simple si et seulement si Q(α) 6= 0. Or

P ′ = Q+ (X − α)Q′

et donc
P ′(α) = Q(α).

Ainsi α est une racine simple de P si et seulement si elle n’est pas racine dans Dlk(P ) du polynôme dérivé P ′.
Cette notion d’être séparable dépend évidemment du corps de base. Par exemple soit P = X2 + 1 ∈ Q[X].
Son corps de décomposition est Q[i] et il est séparable dans Q. Par contre, soit P = X2 + 1 ∈ F2[X]. Son
corps de décomposition est F2. Il s’écrit P = (X + 1)2. Il n’est pas séparable dans F2.

Proposition 50 Soit lk un corps de caractéristique 0. Alors tout polynôme irréductible de lk[X] est sépa-
rable.

Démonstration. En effet, supposons que P admette une racine multiple α dans le corps de décomposition
Dlk(P ). Comme α est algébrique sur lk, il admet un polynôme minimal Pα. Comme P ′(α) = 0, le polynôme
dérivé vérifie P ′ = PαQ. Or P (α) = 0 et le polynôme P est irréductible. Donc P = aPα avec a ∈ lk non nul.
Donc P divise le polynôme dérivé P ′, ce qui est impossible sauf si P ′ = 0. Comme lk est de caractéristique
0, ceci implique P de degré 0. Or par hypothèse, P est irréductible et donc de degré non nul. D’où la
proposition.

Proposition 51 Soit lk un corps de caractéristique p, p 6= 0. Soit P = a0+a1X+· · ·+anXn un polynôme
irréductible de lk[X]. Il est séparable si et seulement si il existe k, k = 1, · · · , n, tel que kak 6= 0.
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Démonstration. En effet, posons P = a0+a1X+· · ·+anXn. Alors P ′ = a1+2a2X+3a3X
2+· · ·+nanXn−1.

Supposons P irréductible. La démonstration ci-dessus montre que P est séparable si et seulement si P ′ est
non nul. Ceci est équivalent à dire que chacun des coefficients kak n’est pas un multiple de p.

Corollaire 3 Soit lk un corps fini de caractéristique p, p 6= 0. Alors tout polynôme irréductible de lk[X]
est séparable.

Démonstration. Soit P ∈ lk[X] un polynôme irréductible. Si P n’est pas séparable il est de la forme

P = a0 + a1X
p + a2X

2p + · · ·+ akX
kp.

Mais comme lk est fini de caractéristique p, l’homomorphisme de Frobenius

F(x) = xp

est un automorphisme de lk. Ainsi, pour chacun des coefficients ai, il existe bi ∈ lk tel que ai = bpi . Ainsi

P = bp0 + bp1X
p + b2X

2p + · · ·+ bpkX
kp = bp0 + (b1X)p + (b2X

2)p + · · ·+ (bkX
k)p.

Mais comme F(x+ y) = F(x) + F(y), on en déduit

P = (b0 + b1X + b2X
2 + · · ·+ bkX

k)p.

Or P est irréductible, on a donc une contradiction.

5.3.2 Corps parfaits

Définition 38 On dit qu’un corps lk est parfait si tout polynôme irréductible de lk[X] est séparable.

Ainsi tout corps de caractéristique 0 est parfait. De même, tout corps fini est parfait. Il nous reste donc
à caractériser les corps infinis de caractéristique non nulle parfait.

Proposition 52 Soit lk un corps infini de caractéristique p, p 6= 0. Alors lk est parfait si et seulement si
l’homomorphisme de Frobenius

F : x ∈ lk → xp

est surjectif.

Démonstration. Si l’homomorphisme de Frobénius est surjectif, il est bijectif. On retrouve la situation
décrite dans le cas des corps finis. En recopiant la démonstration du corollaire précédent, on en déduit que
tout polynôme irréductible est séparable et le corps est parfait. Réciproquement, soit lk un corps parfait
infini de caractéristique p non nulle. Soit a ∈ lk. Nous voulons montrer qu’il existe b ∈ lk tel que a = bp.
Considérons le polynôme P = Xp− a. Son corps de rupture Dlk(P ) est une extension algébrique monogène
de lk. Soit b ∈ Dlk(P ) une racine de P . Son polynôme minimal Pb dans lk|X] est irréductible. Il est donc
séparable. Comme bp − a = 0, le polynôme P admet b comme racine et divise donc Pb dans lk[X]. Il divise
donc Pb dans Dlk(P )[X]. Mais dans Dlk(P )[X], on a

P = Xp − a = Xp − bp = (X − b)p.

On en déduit que Pb = X − b. Comme Pb ∈ lk[X], alors b ∈ lk. La surjectivité est prouvée.
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5.3.3 Calcul de |Gal(Dlk(P )/lk|, P séparable

Soit P un polynôme de lk[X] de degré n et soit Dlk(P ) son corps de décomposition. Supposons que P
soit séparable c’est-à-dire que dans Dlk(P ) on ait P = a(X − α1) · · · (X − αn) avec αi 6= αj pour tout
i, j = 1, · · · , n. Dans ce cas on a le résultat :

Proposition 53 Soit P un polynôme séparable de lk[X]. Alors

|Gal(Dlk(P )/lk)| = [Dlk(P ); lk]

et l’extension lk ⊂ Dlk(P ) est galoisienne de degré fini.

Démonstration. Montrons par récurrence sur d = [Dlk(P ); lk] que le nombre de lk-automorphismes de Dlk(P )
est égal à d.

• Si d = 1, alors Dlk(P ) = lk et [Dlk(P ); lk] = 1 = |Gal(lk/lk)|.
• Supposons d ≥ 2 et le résultat vrai pour tous les corps de décomposition de degré inférieur ou égal à
d−1 de polynômes ayant des racines distinctes. Soit P un polynôme de lk[X] tel que [Dlk](P ); lk] = d.
Comme d ≥ 2, les racines de P ne sont pas toutes dans lk et P a un diviseur irréductible Q dans
lk[X]. On a d(Q) = m ≥ 2. On a alors{

Q = a1(X − α1) · · · (X − αm)
P = a(X − α1) · · · (X − αm) · · · (X − αn).

Considérons le corps lk[α1]. Le polynôme Q est irréductible dans lk et vérifie Q(α1) = 0. Le polynôme
minimal Pα1 de α1 est donc du type Pα1 = bQ et donc

[lk[α1]; lk] = m

et il existe exactement m homomorphismes de lk[α1] → Dlk(P ) qui prolongent l’identité sur lk[α1]et
donc sur lk.

5.4 Extensions séparables

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu la notion de polynômes séparables et son intérêt sur la groupe
de Galois. Ceci conduit à étudier particulièrement les éléments algébriques dont le polynôme minimal associé
est séparable.
5.4.1 Eléments séparables

Soit lk ⊂ K une extension de corps.

Définition 39 Un élément α ∈ K algébrique sur lk est dit séparable sur lk, si son polynôme minimal Pα
est séparable.

Notons que cette définition est équivalente à dire qu’il existe un polynôme P ∈ lk[X] séparable tel que
P (α) = 0. En effet s’il existe un polynôme séparable P ayant α comme racine, il admet toutes ses racines
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dans son corps de décomposition et ces racines son simples. Comme Pα est un diviseur irréductible de P ,
Pα admet toutes ses racines dans Dlk(P ) et les racines son simples. La réciproque est évidente.

Proposition 54 Soit lk un corps de caractéristique 0 ou bien un corps infini de caractéristique p 6= 0.
Soit K = lk(α1, · · · , αn) une extension engendré par des éléments séparables. Alors K est une extension
monogène algébrique de lk.

Démonstration. Par hypothèse, le corps lk est infini. Montrons le résultat pour n = 2. Un raisonnement
par récurrence permettra alors de conclure. Soit K = lk(α, β) une extension engendrée par deux éléments
algébriques supposés séparables. Soient Pα et Pβ les polynômes irréductibles de ces éléments. Par hypothèse,
ces polynômes sont séparables. Ils ont donc des racines distinctes dans leur corps de décomposition. Soient
(α = α1, · · · , αl) les racines de Pα et (β = β1, · · · , βm) celles de Pβ . Pour les considérer comme éléments
d’un même corps, on considère le polynôme P = PαPβ et le
K1 le corps de décomposition de P . Les racines de Pα et Pβ dans K1 sont toujours respectivement (α =
α1, · · · , αl) et (β = β1, · · · , βm) et ces racines sont distinctes dans K1. Considérons les polynômes de K1[X]

(α− αi) + (β − βj)X

pour i = 1, · · · , l et j = 2, · · · ,m. Chacun de ces polynômes admet dans K1 une unique racine γij . Ils
admettent donc au plus une racine dans lk. Soit a ∈ lk tel que

(α− αi) + (β − βj)a 6= 0

pour i = 1, · · · , l et j = 2, · · · ,m. Un tel élément existe toujours car lk est supposé infini. Posons

θ = α+ aβ.

Alors θ ∈ K car α, β ∈ K et a ∈ lk. On en déduit que l’extension lk(θ) en un sous-corps de K. Considérons
le polynôme Q ∈ K[X] défini par

Q(X) = Pα(θ − aX).

Considérons Q comme un polynôme de K1[X]. On a

Q(β) = Pα(θ − aβ) = Pα(α) = 0.

Ainsi β est aussi une racine de Q. De plus pour j = 2, · · · ,m, on a

Q(βj) = Pα(θ − aβj) = Pα(α+ a(β − βj).

Or α+ a(β − βj) 6= αi pour i = 1, · · · , l. Donc Pα(α+ a(β − βj) 6= 0 et donc βj n’est pas racine de Q pour
j = 2, · · · ,m. Ainsi Q et Pβ n’ont qu’une seule racine commune β. Considérons le PGCD R des polynômes
Pβ et Q dans K1[X]. Il admet une seule racine β dans K1. Or, comme Pα est séparable dans K1[X], il en
est de même de R et s’il n’est pas de degré un, admet une autre racine, qui sera aussi racine de Pα. Donc
R est du premier degré et admet une seule racine β.
Considérons à présent l’extension monogène algébrique lk[θ] de lk. Comme Pα ∈ lk[X], alors Pα ∈ lk[θ][X].
De même Q ∈ lk[θ][X]. On en déduit que R ∈ lk[θ][X]. Ainsi

β ∈ lk[θ].

De même comme α = θ − aβ, on a
α ∈ lk[θ].



5.4. EXTENSIONS SÉPARABLES 75

On en déduit
K = lk(α, β) ⊂ lk[θ]

et donc
K = lk(α, β) = lk[θ]

D’où la proposition.

Théorème 18 Soit lk un corps de caractéristique 0. Soit K une extension de lk de degré fini. Il existe
alors θ ∈ K tel que

K = lk[θ].

Un tel élément θ ∈ K est appelé un élément primitif de K.

Démonstration. Si K une extension de lk de degré fini, elle est donc obtenu comme adjonction d’un nombre
fini d’éléments algébriques sur lk. Les polynômes minimaux de chacun de ces éléments sont irréductibles sur
lk. Comme ce corps est de caractéristique 0, il est parfait et donc les polynômes minimaux sont séparables.
Ainsi les générateurs de K sont algébriques séparables. La proposition précédent permet de conclure.

Exemple. Soit le corps Q(
√

2,
√

3). C’est une extension de degré fini de Q. Alors θ =
√

2 +
√

3 est un
élément primitif de Q(

√
2,
√

3). On fera la démonstration à titre d’exercice.

5.4.2 Extensions séparables

Définition 40 Soit lk ⊂ K une extension algébrique de corps. Elle est dite séparable si tout élément α ∈ K
est séparable sur lk.

Nous pouvons résumer les résultats ci-dessus par

Théorème 19 Soit lk un corps de caractéristique 0 ou bien un corps de caractéristique p 6= 0 fini. Alors
toute extension de degré fini de lk est séparable sur lk.

Démonstration. En effet dans ces cas, le corps est parfait.

Proposition 55 Soit lk ⊂ K ⊂ K1 une tour d’extension. Si K1 est séparable sur lk alors K1 est séparable
sur K et K est séparable sur lk.

Démonstration. Soit α un élément de K1. Soit Pα ∈ lk[X] le polynôme minimal de α sur lk. Or α est aussi
algébrique sur K. Soit Qα le polynôme minimal de α sur K. Alors Qα est un diviseur de Pα. Comme Pα est
séparable, Qα aussi et donc K1 est séparable sur K.
Montrons maintenant que K est séparable sur lk. Dans le cas contraire, il existe β ∈ K qui n’est pas

séparable sur lk. Donc le polynôme minimal Pβ ∈ lk[X] de β n’est pas séparable et admet au moins une
racine multiple dans Dβ(P ). Or si β ∈ K il est aussi dans K1 qui est une extension séparable de lk donc Pβ
est aussi le polynôme minimal de β considéré comme élément de K1. Ainsi β ne serait pas séparable dans
K1 sur lk ce qui est contraire à l’hypothèse.
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5.5 EXERCICES

Exercice 1. Soit P un polynôme irréductible ou non de lk[X]. On appelle corps de rupture de P sur lk
toute extension K de lk tel que K contienne une racine α de P et K = lk[α].

1. Montrer que tout polynôme P non constant appartenant à lk[X] admet un corps de rupture K tel que
[K; lk] ≤ d(P ).

2. On suppose P irréductible de degré supérieur ou égal à 1. Montrer que pour toute extension K1 de lk
et toute racine β de P dans K1 il existe un unique lk-homomorphisme ϕ : KP = lk[X]

(P ) → K1 tel que
ϕ(α) = β où α est la racine P définie par α = π(X) (voir cours).

3. Décrire cet homomorphisme de corps lorsque P = X2 − 2, lk = Q et K1 = R.

Exercice 2. On considère le polynôme P = X3 + 2X + 2 ∈ Q[X.
1. Montrer que P est irréductible.

2. Soit Kp le corps de rupture de P et α la racine de P associéé. Exprimer
1

α
,

1

α2 + α+ 1
et α6 + 3α4 +

2α3 + 6α en fonction de 1, α et α2.
3. Montrer que a = α6 + 3α4 + 2α3 + 6α est un élément algébrique sur Q. Déterminer son polynôme

minimal.

Exercice 3. Déterminer les corps de décomposition des polynômes suivants de Q[X] :
1. P1 = X3 − 1

2. P2 = X4 − 7

3. P3 = X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1

4. P4 = X4 + 1

Exercice 4. On considère dans Q[X] le polynôme X3 − 2.

1. Déterminer le corps de rupture de ce polynôme. Peut-on décomposer P en facteurs de degré 1 dans
son corps de rupture ?

2. Déterminer DQ(P ) le corps de décomposition de P et son degré.
3. Est-ce que ce corps de décomposition de P est une extension séparable ?
4. Déterminer le groupe de Galois Gal(DQ(P );Q). Montrer que ce groupe est isomorphe au groupe

symétrique σ3.

Exercice 5. Soient lk un corps et P un polynôme de lk[X]. Montrer que P admet une racine multiple si et
seulement si le degré du PGCD de P et de P ′, le polynôme dérivé de P , est de degré au moins égal à 1.

Exercice 6. Soit lk un corps de caractéristique p 6= 0. Soit P un polynôme irréductible de lk[X].
1. Supposons que P admette des racines multiples. Montrer qu’il existe un polynôme Q ∈ lk[X] irréduc-

tible et sans racine multiple et un entier r ≥ 1 tel que

P (X) = Q(Xpr).

2. Soit a ∈ lk. Montrer que le polynôme Xpr − a possède une seule racine. Montrer que cette racine est
multiple d’ordre pr. A quelle condition ce polynôme est irréductible ?

3. On suppose de plus que Pk est un corps fini. Montrer que si P admet une racine multiple, toutes ses
racines sont multiples et de même ordre.

Exercice 7. On considère l’extension Q(
√

2,
√

3) de Q.
1. Déterminer le degré de cette extension.
2. Montrer que

√
2 +
√

3 est un élément primitif de cette extension.



Chapitre 6

Extensions galoisiennes

Nous avons défini dans le chapitre précédent des extensions associées à un polynôme donné, à savoir son
corps de décomposition, et ces extensions ont des propriétés remarquables. Pour compléter cette étude, il
nous reste à savoir caractériser les extensions qui sont définies par des corps de décomposition.

6.1 Extensions normales

Définition 41 Soit lk ⊂ K une extension finie de corps. Elle est dite normale si tout polynôme irréductible
appartenant à lk[X] admettant une racine dans K à toute ses racines dans K.

Le résultat fondamental suivant montre que l’on récupère ainsi les extensions espérées.

Théorème 20 Soit lk ⊂ K une extension finie du corps lk. Alors K est une extension normale de lk si et
seulement si K est le corps de décomposaition d’un polynôme de lk[X].

Démonstration. Supposons que K soit une extension normale de lk. Soit α ∈ K, α /∈ lk. Comme K est
une extension finie, cet élément est algébrique. Soit Pα ∈ lk[X] son polynôme minimal. Comme K est une
extension normale, Pα qui a une racine, α, dans K a toutes ses racines dans K. Ainsi K contient DlkPα, le
corps de décomposition de Pα. Si K = DlkPα, on a le résultat voulu. Sinon, K est une extension de DlkPα.
Il existe β ∈ K− DlkPα, et pour cet élément, on considère aussi son polynôme irréductible Pβ ∈ DlkPα[X].
On considère à présent le polynôme PαPβ . Il a une racine dans K et donc il a toutes ses racines dans ce
corps. On en déduit que K contient le corps de décomposition Dlk(PαPβ). Or ce corps contient DlkPα et on
la tour d’extension

lk ⊂ DlkPα ⊂ Dlk(PαPβ) ⊂ K.

On réitère cette construction, et comme K est de degré fini, cette suite stationne et K est un corps de
décomposition.
Inversement, supposons qu’il existe P ∈ lk[X] tel que K = DlkP . Soit Q ∈ lk[X] un polynôme irréductible

ayant une racine dans K. Soit α cette racine. Comme Q est irréductible, alors Q = Pα. Soit K1 = DlkPα
le corps de décomposition de Q = Pα. Si β est une autre racine de Q dans K1, alors α et β ont le même

77
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polynôme minimal. Elle sont conjuguées. Soit ϕ un lk isomorphisme de lk[α] sur lk[β] tel que ϕ(α) = β. On
a

P (β) = P (ϕ(α)) = ϕ(P (α)) = 0.

Ainsi β est une racine de P et donc β ∈ K. L’extension K est donc normale.

Théorème 21 Soit lk ⊂ K une extension finie du corps lk. Alors K est une extension normale de lk si et
seulement si pour toute tour d’extension lk ⊂ K ⊂ K1 et tout homomorphisme de corps ϕ : K → K1 égal
à l’identité sur lk, alors ϕ(K) = K.

Démonstration. Supposons que lk ⊂ K soit une extension finie normale du corps lk. Soit lk ⊂ K ⊂ K1 et
ϕ : K → K1 un homomorphisme de corps égal à l’identité sur lk. Il existe un polynôme unitaire P tel que
K soit le corps de décomposition de P : K = Dlk(P ). Ainsi dans K on a

P = (X − α1)(X − α2) · · · (X − αn)

les αi appartenant à K. Comme ϕ est l’identité sur K, le polynôme Q = ϕ(P ) = P . Rappelons que ϕ(P )
désigne le polynôme ϕ(a0) + ϕ(a1)X + · · ·+ ϕ(an)Xn si P = a0 + a1X + · · ·+ anX

n. Mais

Q = (X − ϕ(α1))(X − ϕ(α2)) · · · (X − ϕ(αn)).

C’est donc un polynôme de K1[X]. Ses racines sont ϕ(αi) et pour chaque i il existe j tel que ϕ(αi) = αj .
Ainsi pour tout i, ϕ(αi) ∈ K. Comme les αi sont les générateurs de K, alors ϕ(K) ⊂ K. Mais comme ϕ est
injectif et K un lk-espace vectoriel de dimension finie, alors ϕ(K) = K.
Réciproquement, soit P ∈ lk[X] un polynôme irréductible ayant une racine α ∈ K. Comme K est une

extension de degré fini, il existe α1, · · ·αn dans K tels que K = lk[α1, · · · , αn]. Soient Pαi le polynôme
minimal de αi dans lk et soit Q le polynôme

Q = PPα1 · · ·Pαn .

C’est un polynôme de lk[X]. Considérons le comme un polynôme de K[X]. Soit K1 = DK(Q) son corps de
décomposition dans K. On a donc une tours d’extension

lk ⊂ K ⊂ K1.

Or K1 est aussi le corps de décomposition de Q dans lk. En effet, Q admet comme racines α1, · · · , αn et
aussi d’autres racines β1, · · · , βl dans K1 et on a

K1 = K[α1, · · · , αn, β1, · · · , βl].

Mais comme
K = lk[α1, · · · , αn],

alors
K1 = lk[α1, · · · , αn, β1, · · · , βl].

Ainsi K1 est le corps de décomposition dans lk de Q. Soit α′ une racine de P dans K1. Comme P est
irréductible, c’est le polynôme minimal de α et α′. Il existe un isomorphisme

ϕ : lk[α]→ lk[α′]
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qui est égal à l’identité sur lk et tel que ϕ(α) = α′. . Mais α et α′ sont aussi des racines de Q. Ainsi ϕ se
prolonge en un isomorphisme

φ : K1 → K1

sur le corps de décomposition, égal à ϕ sur lk[α]. Par hypothèse, on a alors

φ(K) = K.

Ainsi
φ(α) = ϕ(α) = α′

et
α′ ∈ K.

Le corps K contient donc les racines de P et on a bien une extension normale.

Un cas particulier intéressant est celui où K1 est la clôture algébrique lk de lk et donc K est une extension
normale de lk contenu dans lk. Dans ce cas, tout lk-homomorphisme

ϕ : K→ lk

est un lk-automorphisme de K et donc appartient à Gal(K/lk).

6.2 Tours d’extensions normales

Nous allons voir que la normalité n’est pas une notion transitive. Nous avons néanmoins le résultat
suivant :

Proposition 56 Soit K une extension normale de lk. Alors K est une extension normale de tout corps
lk1 vérifiant

lk ⊂ lk1 ⊂ K.

Démonstration. Considérons un homomorphisme

ϕ : K→ lk

prolongeant l’identité sur lk1. On peut le considérer comme un homomorphisme prolongeant l’identité sur
lk. C’est donc un lk-automorphisme. Donc, d’après le théorème précédent, K est une extension normale de
lk1.

Remarque. Considérons une tour d’extension

lk ⊂ lk1 ⊂ /K.

Supposons que K soit une extension normale de lk Alors c’est aussi une extension normale de lk1, mais il
n’y a aucune raison que lk1 soit une extension normale de lk. Ceci est même faux en général. Prenons par
exemple le polynôme P = X3 − 2 ∈ Q[X]. Soit K son corps des racines. Il est égal à Q[ 3

√
2, j 3
√

2, j2 3
√

2].
C’est une extension normale de Q. Soit lk1 = Q[ 3

√
2]. Le polynôme P admet une racine dans lk1 mais les

autres racines n’appartiennent pas à ce corps. Ainsi lk1 n’est pas une extension normale de Q.
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6.3 Extensions normales séparables

Rappelons qu’une extension algébrique lk ⊂ K de lk est séparable si tout élément de K est séparable,
c’est-à-dire s’il est racine d’un polynôme séparable, ou bien, ce qui est équivalent, si son polynôme minimal
n’a que des racines simples dans son corps de décomposition. On en déduit

6.3.1 Définition et caractérisation

Théorème 22 Soit lk ⊂ K une extension finie du corps lk. Alors K est une extension normale séparable
de lk si et seulement si K est le corps de décomposition d’un polynôme séparable. .

De telles extensions se caractérisent de la manière suivante :

Théorème 23 Soit lk ⊂ K une extension finie du corps lk. Alors K est une extension normale séparable
de lk si et seulement si lk est le corps Fix(Gal(K/lk)).

Démonstration. Supposons que lk ⊂ K soit une extension normale séparable de lk. Pour tout α ∈ K,
le polynôme minimal Pα ∈ lk[X] a toutes ses racines simples. Rappelons que le corps Fix(Gal(K/lk))
est constitué des éléments de K laissés fixes par les lk-automorphismes du groupe de Galois. Soit α ∈
Fix(Gal(K/lk)). Comme il appartient à K, il est algébrique sur lk. Comme K est une extension normale,
Pα est séparable dans K. Ainsi

Pα = (X − α)(X − α2) · · · (X − αn)

avec α, α2, · · · , αn ∈ K et ces racines sont deux à deux distinctes. Mais ces racines αi ont toutes pour
polynôme minimal Pα. Elles sont donc conjuguées. sur lk. Considérons la clôture algébrique lk de lk. Les
racines de Pα sont aussi dans lk. En tant qu’éléments de lk, ces racines sont conjuguées dans lk. Il existe pour
i = 2, · · · , n, donc un élément ϕi ∈ Gal(lk/lk) tel que ϕi(α) = αi. Comme K est une extension normale,
pour chaque ϕi : lk → K, il existe un unique lk-automorphisme φi de K tel que φi(α) = αi. Mais par
hypothèse, α ∈ Fix(Gal(K/lk)). Ainsi

αi = φi(α) = α.

Comme par hypothèse toutes les racines sont distinctes, on en déduit que Pα n’admet que α comme racine
et donc Pα = X − α. Ainsi α ∈ lk et lk = Fix(Gal(K/lk)).
Réciproquement, montrons que tout polynôme unitaire irréductible P ∈ lk[X] ayant une racine dans K

possède toutes ses racines dans K et que ces racines sont simples. Soit donc P ∈ lk[X] et soit α ∈ K une
racine de P . Soit A l’ensemble des racines de P dans K. Soit ϕ ∈ Gal(K/lk). Alors, comme ϕ laisse les
éléments de lk invariants, on a ϕ(P ) = P . On en déduit que pour tout β ∈ A, on a ϕ(β) ∈ A. En effet

0 = P (β) = ϕ(P )(β) = P (ϕ(β)).

On en déduit que ϕ(A) = A et donc ϕ peut être considéré comme une permutation de A. Considérons le
polynôme

Q =
∏
β∈A

(X − β).

Ce polynôme appartient à K[X] et pour tout ϕ ∈ Gal(K/lk) on a

ϕ(Q) =
∏
β∈A

(X − ϕ(β)) = Q.
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Ainsi tous les coefficients de Q sont invariants par les éléments du groupe de Galois. Par hypothèse
Fix(Gal(K/lk)) = lk et donc Q ∈ lk[X]. Mais les racines de Q qui sont des racines de P sont simples
et Q divise P . Or P est irréductible, donc Q = P et A est l’ensemble des racines de P . Ainsi P a toutes
ses racines dans K.

6.3.2 Un exemple d’extension normale séparable

Théorème 24 Soient K un corps et G un sous-groupe fini de Aut(K) le groupe des automorphismes de
K. Soit

lk = Fix(G) = {x ∈ K, ϕ(x) = x ∀ϕ ∈ G}

le corps fixe de G. Alors K est une extension normale séparable finie de lk et

[K; lk] = |G|.

Démonstration. La démonstration est un peu semblable à la précédente. Notons n = |G|. Soit α ∈ K. Soit
A = {ϕ1, · · · , ϕr} le sous ensemble maximal de G tel que ϕi(α) 6= ϕj(α) pour tout i, j = 1, · · · , r et i 6= j.
Comme A est maximal, il contient l’identité. Considérons le polynôme

P = (X − ϕ1(α)) · · · (X − ϕr(α)).

Ce polynôme admet α comme racine. Par définition de A one en déduit que P ∈ lk[X] où lk = KG. Donc
α est un élément algébrique sur lk. Ainsi l’extension lk ⊂ K est algébrique. Soit Pα son polynôme minimal.
Comme α est racine de P , Pα divise P et donc toutes ses racines sont simples, ce qui était le cas pour P .
On en déduit que l’extension lk ⊂ K est normale et séparable. Montrons qu’elle est de degré fini. Comme Pα
divise P son degré est inférieur ou égal à r = d(P ). Choisissons α ∈ K tel que s = [lk[α]; lk] soit maximal.
On a s ≤ n. Supposons que lk[α] 6= K. Il existe β ∈ K, β /∈ lk[α]. Considérons l’extension finie lk[α, β]. Elle
vérifie

[lk[α, β], lk] > [lk[α]; lk] = s.

Mais il existe un élément primitif γ ∈ K, c’est-à-dire

lk[α, β] = lk[γ].

On en déduit
[lk[γ]; lk] > s

ce qui contredit la maximalisé de s. Ainsi
lk[α] = K

et donc K; lk] ≤ n. Ainsi K est une extension finie normale séparable. C’est le corps de décomposition d’un
polynôme séparable Q et Gal(K/lk) est le groupe de Galois de Q. On en déduit

[K; lk] = |Gal(K/lk)|.

Mais G est un sous-groupe de ce groupe de Galois, donc n ≤ [K; lk]. On en déduit

n = |G| = [K; lk].
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6.4 Extensions galoisiennes

6.4.1 Définition

Dans le chapitre 4, nous avons défini la notion d’extension galoisienne finie comme une extension de degré
fini dont le groupe de Galois est d’ordre égal à ce degré. Soit lk ⊂ K une telle extension. Considérons K1 le
corps fixe du groupe de Galois Gal(K/lk). On a lk ⊂ K1 et |Gal(K/lk)| = [K;K1] (voir le paragraphe 4.4).
Or, par hypothèse, |Gal(K/lk)| = [K; lk]. Ainsi

[K;K1] = [K; lk]

et donc
lk = K1 = Fix(Gal(K/lk).

On en déduit que cette extension est normale séparable.
Inversement, soit G le groupe de Galois d’un polynôme P ∈ lk[X], c’est-à-dire correspondant à l’extension

de lk par le corps de décomposition de P . Tout élément ϕ ∈ G envoie les racines distinctes de P sur les
racines distinctes de P . Ainsi ϕ peut être assimilé à une permutation de l’ensemble des racines distinctes
de P . Si P admet r racines distinctes, G s’identifie à un sous-groupe du groupe symétrique

∑
r et donc |G|

divise r!. Si P est séparable sur lk, il existe donc [K; lk] lk-automorphismes et donc dans ce cas

|G| = [K; lk].

On a donc une extension finie galoisienne. Nous pouvons donc redéfinir cette notion ainsi :

Définition 42 On appelle extension galoisienne toute extension finie normale et séparable.

Nous pourrions remplacer dans cette définition extension finie par algébrique. Mais nous ne ferons pas
usage d’une telle généralisation.

6.4.2 Les sous-groupes du groupe de Galois

Considérons une extension galoisienne lk ⊂ K de lk. Alors lk coïncide avec le corps fixe Fix(Gal(K/lk) du
groupe de Galois, c’est-à-dire

lk = {x ∈ K, ϕ(x) = x ∀ϕ ∈ Gal(K/lk)}.

Nous avons vu aussi que si K1 est un corps intermédiaire, c’est-à-dire si on a la tour d’extension

lk ⊂ K1 ⊂ K

alorsK est une extension galoisienne deK1. Par contreK1 n’est pas nécessairement une extension galoisienne
de lk. Nous verrons en exercice, que lk ⊂ K1 est galoisienne si et seulement si K1 est invariant globalement
par tout les éléments de Gal(K/lk). Nous allons voir le lien entre les sous-corps intermédiaire d’une extension
galoisienne et les sous-groupes du groupe de Galois de cette extension.

Proposition 57 Soit lk ⊂ K une extension galoisienne de lk et soit K1 un corps intermédiaire lk ⊂ K1 ⊂
K. Alors le groupe de Galois Gal(K/K1) de l’extension galoisienne de K1 est un sous-groupe de Gal(K/lk).
De plus si l’extension lk ⊂ K1 est une extension galoisienne, alors le groupe de Galois Gal(K2/lk) est un
sous-groupe distingué de Gal(K/lk).
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Démonstration. En effet, si φ ∈ Gal(K/K1), alors φ est un automorphisme de K tel que φ(x) = x pour
tout x ∈ K1. En particulier φ(x) = x pour tout x ∈ lk et donc φ ∈ Gal(K/lk). Supposons maintenant
que l’extension lk ⊂ K1 soit galoisienne. Alors pour tout φ1 ∈ Gal(K/lk) sa restriction φ1 à K1 vérifie
φ(K1) = K1 et défini un élément de Gal(K1/lk). L’application

Ψ : Gal(K/lk)→ Gal(K1/lk)

qui a φ fait correspondre φ1 est un homomorphisme surjectif de groupes. Son noyau correspond aux lk-
homomorphismes de K vérifiant φ1 = Id. C’est donc un K1-automorphisme de K et donc le noyau de Ψ est
Gal(K/K1). C’est donc un sous-groupe distingué de Gal(K/lk). Notons que sous ces hypothèses Gal(K1/lk)
est isomorphe au groupe quotient

Gal(K/lk)

Gal(K/K1)

Théorème 25 Soit lk ⊂ K une extension galoisienne de lk. L’application

∆ : K1 → Gal(K/K1)

de l’ensemble des corps intermédiaires de l’extension lk ⊂ K dans l’ensemble des sous-groupes du groupe
de Galois Gal(K/lk) est bijective et décroissante relativement à la relation d’ordre donnée par l’inclusion.

Démonstration. Soit K1 un corps intermédiaire de l’extension galoisienne lk ⊂ K. On a la tour

lk ⊂ K1 ⊂ K

et l’extension K1 ⊂ K est galoisienne. D’après la proposition précédente, l’application ∆ est bien définie.
Montrons qu’elle est bijective. Comme K1 ⊂ K est galoisienne, ceci implique en particulier que K1 =
Fix(Gal(K/K1)). Soient K1 et K2 deux corps intermédiaires de l’extension lk ⊂ K. Alors

K1 = Fix(Gal(K/K1)), K2 = Fix(Gal(K/K2)).

SiK1 etK2 sont des sous-corps deK distincts, alors les corps fixes Fix(Gal(K/K1)) etK2 = Fix(Gal(K/K2))
sont distincts ce qui impliquent que les groupes de Galois Gal(K/K1) et Gal(K/K2) soient distincts. Ainsi
l’application ∆ est injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit H un sous-groupe de Gal(K/lk). Alors H
est un sous-groupe fini de Aut(K) et donc K est une extension galoisienne de Fix(H) = {x ∈ K, φ(x) =
x∀φ ∈ H}. Ainsi K1 = Fix(H) est une extension intermédiaire et ∆(K1) = H. L’application ∆ est donc
surjective et donc bijective.
Montrons qu’elle est croissante pour l’inclusion. Soient K1 et K2 deux corps intermédiaires tels que K1 ⊂ K2.
Soil φ ∈ Gal(K/K2) = ∆(K2). Alors φ(x) = x pour tout x ∈ K2 et donc φ(x) = x pour tout x ∈ K1.
Ainsi φ ∈ Gal(K/K1) et donc ∆(K2) ⊂ ∆(K1). Inversement, si K1 et /K2 sont des corps intermédiaires
tels que Gal(K/K2) ⊂ Gal(K/K1). Comme K1 = Fix(Gal(K/K1), pour tout x ∈ K1 on a φ(x) = x pour
tout φ ∈ Gal(K/K1) et donc φ(x) = x pour tout φ ∈ Gal(K/K2). Ainsi K1 ⊂ Fix(Gal(K/K2) = K2.

Exemple. Considérons le polynôme irréductible P = X3 − 2 de Q[X]. Soit K = DQ(P ) son corps de
décomposition. Comme P est séparable sur Q l’extension Q ⊂ K est galoisienne. Les racines de P sont
3
√

2, j 3
√

2, j2 3
√

2 et donc K = Q( 3
√

2, j). On en déduit

|Gal(K/Q)| = [Q[j];Q].[K,Q[j]] = 2× 3 = 6.
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Tout élément de K s’écrit
α = a0 + a1

3
√

2 + a2(
3
√

2)2

avec a0, a1, a2 ∈ Q[j]. Il existe deux Q-automorphismes de Q[j] :

φ1 = Id, φ2(x+ jy) = x+ j2y x, y ∈ Q.

Les automorphismes de K qui prolongent φ1 sont
ϕ1(a0 + a1

3
√

2 + a2
3
√

4) = a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

4

ϕ2(a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

4) = a0 + ja1
3
√

2 + j2a2
3
√

4,

ϕ3(a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

4) = a0 + j2a1
3
√

2 + ja2
3
√

4.

On en déduit que Gal(K/Q[j]) = {Id, ϕ1, ϕ2, , ϕ3} et Q[j] et le sous-corps fixe de ce groupe. Notons les
relations dans Gal(K/Q[j]) : 

ϕ2 ◦ ϕ2 = ϕ3,
ϕ2 ◦ ϕ3 = ϕ3 ◦ ϕ2 = ϕ1,
ϕ3 ◦ ϕ3 = ϕ2.

Les automorphismes de K qui prolongent φ2 sont, en écrivant a = φ2(a), a ∈ Q[j] :
ϕ4(a0 + a1

3
√

2 + a2
3
√

4) = a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

4,

ϕ5(a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

4) = a0 + ja1
3
√

2 + j2a2
3
√

4,

ϕ6(a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

4) = a0 + j2a1
3
√

2 + ja2
3
√

4.

On a donc les relations 
ϕ4 ◦ ϕ4 = ϕ5 ◦ ϕ5 = ϕ6 ◦ ϕ6 = Id,
ϕ4 ◦ ϕ5 = ϕ5 ◦ ϕ6 = ϕ3,
ϕ5 ◦ ϕ4 = ϕ4 ◦ ϕ6 = ϕ2.

Ainsi le groupe de Galois de P est

Gal(K/Q) = {Id, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5, ϕ6}.

Il est isomorphe au groupe symétrique
∑

3 d’indice 3, un isomorphisme étant donné par

ϕ1 = Id→ Id,
ϕ2 → c,
ϕ3 → c2,
ϕ4 → τ13,
ϕ5 → τ23,
ϕ6 → τ12.

Le groupe symétrique
∑

3 possède 5 sous-groupes propres :

{Id}, {Id, τ12}, {Id, τ13}, , {Id, τ23}, {Id, c, c2},

ce qui montre que Gal(K/Q) contient 6 et seulement 6 sous-groupes :

G1 = {ϕ1}, G2 = {ϕ1, ϕ6}, G3 = {ϕ1, ϕ4}, , G4 = {ϕ1, ϕ5}, G5 = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}, Gal(K/Q).

Pour chacun de ces sous-groupes Gi correspond un sous-corps de K défini comme le sous-corps fixe du
sous-groupe de Gal(K/Q) isomorphe à Gi. Ainsi
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1. A G1 correspond K1 = K,
2. A G2 correspond K2 = Fix({Id, ϕ6} = Q[j 3

√
2]

3. A G3 correspond K3 = Fix({Id, ϕ4} = Q[ 3
√

2]

4. A G4 correspond K4 = Fix({Id, ϕ5} = Q[j2 3
√

2]

5. A G5 correspond K5 = Fix({Id, ϕ2, ϕ3} = Q[j].

En effet, calculons K2. Soit u ∈ K. Il s’écrit

u = x0 + jy0 + (x1 + jy1)
3
√

2 + (x2 + jy2)
3
√

4

avec xi, yi ∈ Q, i = 0, 1, 2. Alors

ϕ6(u) = x0 + j2y0 + (x1 + j2y1)j2 3
√

2 + (x2 + j2y2)j
3
√

4.

Ainsi ϕ6(u) = u si et seulement si

u = x0 + jy1
3
√

2− x2j
2 3
√

4 = x0 + y1(j
3
√

2)− x2(j
3
√

2)2

avec x0, y1, x2 ∈ Q. On a donc u ∈ Q[j 3
√

2] ce qui montre que K2 = Q[j 3
√

2]. Le calcul est similaire pour les
autres cas.

Théorème 26 Soit lk ∈ K une extension galoisienne du corps lk. Soient K1 et K2 deux corps inter-
médiaires etG1 = Gal(K/K1) et G2 = Gal(K/K2) leurs groupes de Galois. Si les corps K1 et K2 sont
isomorphes, G1 et G2 sont des sous-groupes isomorphes de Gal(K/lk)

Démonstration. Rappelons que deux sous-groupes G1 et G2 d’un groupe G sont conjugués, s’il existe h ∈ G
tel que G2 = h−1G1h. Supposons les osu-corps K1 et K2 de K isomorphes. Soit

ρ : K1 → K2

cet isomorphisme.

6.5 Des extensions galoisiennes de Q : les corps cyclotomiques

6.5.1 Racines primitives de l’unité

Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Le polynôme complexe P = Xn − 1 admet n racines distinctes
complexes

ξ0 = 1, ξ1 = e
2iπ
n , · · · , ξk = e

2ikπ
n , · · · , ξn−1 = e

2i(n−1)π
n .

Considérons l’application
ρ : Z→ C∗

donnée par
ρ(k) = e

2ikπ
n .

C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau est l’ensemble des entiers k tels que e
2ikπ
n = 1 c’est-à-dire

des entiers k = np, p ∈ Z. Ainsi ker ρ = nZ et Im ρ est isomorphe à ZnZ. Or l’image de /rho est l’ensemble
des racines n-ièmes de 1. Notons par ∆n l’ensemble de ces racines :

Un = {ξ0 = 1, ξ1 = e
2iπ
n , · · · , ξk = e

2ikπ
n , · · · , ξn−1 = e

2i(n−1)π
n }.
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On a donc montré

Proposition 58 L’ensemble des racines n-ièmes de 1 :

Un = {ξ0 = 1, ξ1 = e
2iπ
n , · · · , ξk = e

2ikπ
n , · · · , ξn−1 = e

2i(n−1)π
n }

est un sous-groupe cyclique de C∗ isomorphe à Z/nZ.

Comme les générateurs du groupe cyclique Z/nZ sont les nombres p premiers avec n, on en déduit que
les générateurs de Un sont les racines ξp = e

2ipπ
n où p est premier avec n.

Définition 43 On appelle racine primitive n-ième de l’unité les générateurs du groupe cyclique Un, c’est-
à-dire les racines ξp = e

2ipπ
n où p est premier avec n.

Notons par ϕE(n) la fonction d’Euler définie par ϕE(n) = le nombre d’entier p > 1 premiers avec n. Alors
le nombre de racines primitives n-ièmes de 1 est égal à ϕE(n). On notera UPrn l’ensemble de ces racines
primitives n-ièmes de 1.

6.5.2 Polynômes cyclotomiques

Considérons le polynôme P = Xn−1 considéré comme un polynôme de Q[X]. Son corps de décomposition
est Q[ξ1, · · · , ξn−1]. Dans cette extension Q[ξ1, · · · , ξn−1], P s’écrit

P = (X − 1)(X − ξ1) · · · (X − ξn−1).

Comme Q[ξ1, · · · , ξn−1] est un corps de décomposition d’un polynôme irréductible séparable de Q[X], c’est
une extension galoisienne de Q et

|Gal(Q[ξ1, · · · , ξn−1]/Q)| = n.

En effet, comme pour tout k, 2 ≤ k ≤ n− 1, on a ξk = ξk1 , alors

Q[ξ1, · · · , ξn−1] = Q[ξ1]

et le polynôme minimal dans Q de ξ1 est P .
Nous allons à présent nous intéresser à une autre extension associée aux racines primitives.

Définition 44 On appelle polynôme cyclotomique d’indice n sur Q, le polynôme de C[X] (ou de
Q[ξ1, · · · , ξn−1][X])

Φn =
∏

ξ∈UPrn

(X − ξ).

Par exemple si n est premier, alors Uprn = Un − 1 et donc

Φn = (X − ξ1) · · · (X − ξn−1) =
Xn − 1

X − 1
= Xn−1 +Xn−2 + · · ·+X + 1.
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Nous voyons sur cet exemple que, si n est premier, alors

Xn − 1 = (X − 1)Φn(X).

Cette identité admet une généralisation pour n quelconque.

Proposition 59 Pour tout entier n ≥ 1, on a

Xn − 1 =
∏
d|n

Φd(X)

où d | n veut dire que d est un diviseur de n.

Démonstration. En effet, on a

Xn − 1 = (X − 1)(X − ξ1) · · · (X − ξn−1) = (X − ξ1) · · · (X − ξn−1)(X − ξn)

avec ξn = 1. Soit ξ une racine primitive n-ième de 1. Alors les racines de l’unté sont ξ, ξ2, · · · , ξn et on a

Xn − 1 =
∏

k=1,··· ,n
(X − ξk).

Pour tout entier k = 1, · · · , n, il existe un diviseur d de n et un entier r premier avec d tels que

PPCM(k, n) = kd = nr.

Ainsi X − ξk = X − ξ
n
d
r où d est un diviseur de n.On peut donc écrire

Xn − 1 =
∏
d|n

∏
r=1,···n,PGCD(r,d)=1

(X − ξ
n
d
r).

Mais si d divise n, on a ξ
n
d
d = 1 et donc ξ

n
d est une racine d-ième de l’unité. Comme ξ est une racine

primitive n-ième, ξ
n
d est une racine primitive d-ième et donc

Φd(X) = (X − ξ
n
d )(X − (ξ

n
d )2) · · · (X − (ξ

n
d )d).

On en déduit
Xn − 1 =

∏
d|n

Φd(X).

Remarque. Nous avons défini Φn comme le polynôme dont les racines sont simples et données par les

racines primitives n-ième de 1. Au cours de la démonstration ci-dessus nous avons vu que Qn pouvait être
défini à partir d’une racine primitive quelconque ξ par

Φn =
∏

r=1,··· ,n,PGCD(r,n)=1

(X − ξk).

Proposition 60 Tout polynôme cyclotomique sur Q est à coefficients dans Z et irréductible sur Q.
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Démonstration. Montrons par récurrence sur n que Φn ∈ Z[X]. Si n = 1, alors

Φ1 = X − 1 ∈ Z[X].

Supposons que pour tout entier k, 2 ≤ k ≤ n− 1, le polynôme Φk soit dans Z[X]. Nous avons vu que

Xn − 1 =
∏
d|n

Φd(X).

Nous pouvons écrire cette identité sous la forme

Xn − 1 = (
∏

d|n,d 6=n

Φd(X))Φn.

Ceci montre que Φn est obtenu par division euclidienne des polynômes Xn − 1 et (
∏

d|n,d 6=n

Φd(X)). Comme

par hypothèse ces deux polynômes sont dans Z[X], le quotient Φn est un polynôme de Q[X]. Mais ces deux
polynômes sont aussi unitaires. Ainsi Φn, obtenu par division, est à coefficients entiers.
Montrons que Φn est irréductible sur Q. Soit ξ une racine nième de l’unité et soit Pξ ∈ Q[X] le polynôme

minimal de ξ. Comme Φn admet ξ comme racine, Pξ divise Φn. Il existe donc un ensemble I d’entiers plus
petit ou égal à n tels que

Pξ =
∏
k∈I

(X − ξk).

En effet, nous avons vu que si ξ est une racine primitive n-ième de 1, alors toute racine primitive n-ième
de 1 est une puissance ξk de cette racine avec k premier avec n et que

Φn =
∏

k premier avec n

(X − ξk).

Plus précisément, ces racines primitives peuvent être obtenues en considérant toutes les puissances ξk lorsque
k est premier et ne divise pas n. Soit k un tel entier. Montrons que pour cet entier, Pξ(ξk) = 0. On sait que
Pξ divise Xn − 1. Posons

Xn − 1 = PξR

avec R ∈ Q[X]. Comme les polynômes Xn−1 et Pξ appartiennent à Z[X] est sont unitaires, alors R ∈ Z[X].
Il est clair que ξk est aussi racine de Xn − 1. Ainsi

(ξk)n − 1 = 0 = Pξ(ξ
k)R(ξk).

Supposons Pξ(ξk) 6= 0. Alors R(ξk) = 0. Soit ρk le polynôme de Q[X] défini par

ρk = Xk.

Alors R1 = R(ρ) vérifie R1(ξ) = R(ξk) = 0. Donc Pξ divise R1 dans Q[X]. On a donc

R1 = PξR2.

Mais Pξ et R1 sont dans Z[X] et unitaires. On en déduit que R2 ∈ Z[X]. Réduisons modulo k l’égalité
précédente et notons, pour un polynôme P ∈ Z[X], par P le polynôme correspondant dans Z/kZ[X]. On
obtient :

R1 = PξR2.
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Mais R1 = R(ρk). On en déduit
R1 = (R)k.

On en déduit que tout facteur irréductible P1 de Pξ divise (R)k et donc divise R dans Z/kZ[X]. Or

Xn − 1 = PξR

dans Q[X]. On en déduit
Xn − 1̄ = PξR

dans Z/kZ[X]. Ainsi (P1)2 est un facteur de Xn − 1 dans Z/kZ[X]. Mais le théorème de Bezout montre
que Xn − 1 et sa dérivée formelle nXn−1 sont premier entre eux. En effet on a

nXn−1(n−1X)− (Xn − 1̄) = 1̄.

Donc P1 ne peut être facteur d’ordre 2 de Xn− 1̄ et donc l’hypothèse Pξ(ξk) 6= 0 mène à une contradiction.
Ainsi pour tout k premier ne divisant pas n,

Pξ(ξ
k) = 0.

Ainsi toutes les racines primitives sont racines de Pξ et donc Pξ est de degré supérieur ou égal à ϕ(n) le
nombre de racines primitives. Or Pξ divise Φn qui est de degré ϕ(n). Donc

Φn = Pξ.

Comme Pξ est irréductible sur Q, il en est de même de Φn.

Définition 45 Soit n un entier positif. On appelle corps cyclotomique Cn, le corps de décomposition du
polynôme cyclotomique Φn.

Si ξ est une racine primitive n-ième de l’unité, alors son polynôme minimal coïncide avec le polynôme
cyclotomique Φn. Or toutes les racines de Phin sont des puissance de ξ. On en déduit que le corps de
décomposition de /Phin est égale à l’extension Q[ξ] de Q. Ainsi

Cn = Q[ξ].

Comme Φn est séparable et ses racines sont distinctes, alors l’extension

Q ⊂ Cn

est galoisienne et on a
|Gal(Cn, /Q)| = φ(n).

Proposition 61 Soit n un entier positif. Alors l’extension de Q

Q ⊂ Cn

par le corps cyclotomique d’indice n est galoisienne. De plus son groupe de Galois est abélien.



90 CHAPITRE 6. EXTENSIONS GALOISIENNES

Démonstration. Il nous reste à prouver que le groupe de Galois de cette extension est abélien. Si λ ∈
Gal(Cn/Q), alors comme Cn = Q[ξ], l’image de ξ par λ est une racine de Φ et il existe k tel que λ(ξ)ξk

avec k premier avec n. Notons cet élément du groupe de Galois par λk. On définit ainsi une application

λk → k

du groupe de Galois dans l’ensemble des entiers inférieurs à n et premier avec n. Or cet ensemble correspond
à l’ensemble des éléments inversibles de Z/nZ. On définit ainsi un isomorphisme du groupe de Galois sur
le groupe des inversibles de Z/nZ. Il est abélien.
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6.6 EXERCICES

Exercice 1. Montrer que toute extension de degré 2 d’un corps lk est normale.

Exercice 2. Soit le polynôme P = X3 − 2. Montrer que le corps de décomposition DQ(P ) de P est une
extension normale de Q. Soit K = Q( 3

√
2). Montrer que DQ(P ) est une extension normale sur K. Est-ce que

K est une extension normale sur Q ?

Exercice 3. On considère sur Q le polynôme P1 = X2 − 2. Montrer que son corps de décomposition
K1 est une extension normale de Q. Soit P2 ∈ K1[X] le polynôme X2 −

√
2. Montrer que son corps de

décomposition K2 sur K1 est une extension normale sur K1. Est-ce que K2 est une extension normale de Q.

Exercice 4. Soit lk ⊂ lk1 ⊂ K une tour d’extension telle que K soit une extension normale de lk. Montrer
que lk1 est une extension normale de lk si et seulement si tout élément ϕ ∈ Gal(K/lk) vérifie ϕ(lk1) = lk1.

Exercice 5. Soit le polynôme X4 − 5 de Q[X]. Déterminer son groupe de Galois. Déterminer tous les
sous-groupes de ce groupe.

Exercice 6. Soit Φn le polynôme cyclotomique d’indice n sur Q. Déterminer son corps de décomposition
et son groupe de Galois.
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Chapitre 7

Le théorème de Galois

Ce chapitre est la partie fondamentale de ce cours. On y donne le célèbre théorème de Galois montrant
qu’une équation polynômiale générale de degré 5 ou plus ne peut être résolue par la méthode classique des
radicaux utilisées pour les degrés 2,3 ou 4.
Rappelons que tous les corps considérés sont commutatifs, et lorsque nous parlons de corps, celui-ci est

commutatif. Nous supposerons de plus, dans tout ce chapitre, que les corps considérés sont de caractéristique
0.

7.1 Extension d’un corps par radicaux

7.1.1 Définition

Définition 46 Soit lk ⊂ K une extension de lk. On dit que c’est une extension par radicaux s’il existe
une tour d’extensions simples

lk = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kl = K

telle que pour i = 1, · · · , l on ait
Ki+1 = Ki[αi]

avec αi ∈ Ki+1 et il existe un entier ni tel que αnii ∈ Ki.

On en déduit que Ki = lk[α1, · · · , αi] et en particulier K est une extension de degré fini K = lk[α1, · · · , αl].
Considérons par exemple le polynôme P = X3 − 2 ∈ Q[X]. Nous avons vu au chapitre précédent que son
corps de décomposition K = DQ(P ) était une extension galoisienne de Q pour laquelle nous avions déterminé
tous les sous-corps intermédiaires. Nous avons en particulier la tour d’extension

Q ⊂ Q[j] ⊂ Q[j,
3
√

2] = K.

Comme j3 = 1 ∈ Q et ( 3
√

2)3 = 2 ∈ Q[j], on en déduit que cette extension est une extension de Q par
radicaux. Nous avons vu dans cet exemple que le groupe de Galois était isomorphe au groupe symétrique
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∑
3. Ce groupe a une propriété particulière qui va jouer un rôle essentiel dans la suite, il est résoluble. Avant

de poursuivre, faisons un bref rappel sur cette notion.

7.1.2 Groupes finis résolubles

Soit G un groupe fini, noté multiplicativement. On appelle commutateur de deux éléments x, y ∈ G,
l’élément noté [x, y] et défini par

[x, y] = xyx−1y−1.

En particulier, si x et y commutent, [x, y] = 1 l’élément neutre de G. On appelle premier groupe dérivé de
G, noté D1(G) le sous-groupe de G engendré par les commutateurs. C’est un sous-groupe normal de G.

Par exemple, si G =
∑

3 = {Id, τ12, τ13, τ23, c, c
2} alors

D1(
∑

3

) = {Id, c, c2}.

Appelons deuxième groupe dérivé de G, le sous-groupe

D2 = D1(D1(G))

et plus généralement, le sous-groupe dérivé d’ordre k de G est défini par

Dk(G) = D1(Dk−1(G).

On construit ainsi une suite décroissante de sous-groupes normaux

G ⊇ D1(G) ⊇ /D2(G) ⊇ · · · ⊇ Dk(G) ⊇ · · · .

Cette suite est soit stationnaire et dans ce cas il existe k tel que Dk(G) = Dk+1(G) = · · · soit, comme G
est d’ordre fini, il existe k tel que Dk(G) = {1}.

Définition 47 On dit que le groupe fini G est résoluble, s’il existe un entier k tel que Dk(G) = {1}.

Par exemple D1(
∑

3) = {Id, c, c2}, D2(
∑

3) = {Id}. Le groupe
∑

3 est résoluble. On peut montrer
également que

∑
4 est résoluble. Par contre les groupes

∑
n pour n ≥ 5 ne sont pas résolubles. Pour voir

cela, on étudie le sous-groupe An de
∑

n constitué de toutes les permutations de signature paires. Il est
d’indice 2 et il est non commutatif et simple, c’est-à-dire ne contient aucun sous-groupes normaux autre
que lui même et celui réduit à l’élément neutre. On en déduit que An n’est pas résoluble. La conclusion est
une conséquence de

Proposition 62 Tout sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble.

Une caractérisation pratique des groupes résolubles est la suivantes :
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Proposition 63 Un groupe fini G est résoluble si et seulement si il existe une suite décroissante de
sous-groupes

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gk = {1}

telle que

1. Gi soit un sous-groupe normal de Gi−1, i = 1, · · · k,
2. Les groupes quotient Gi−1/Gi sont commutatifs, i = 1, · · · , k.

7.1.3 Exemple. Le corps de décomposition de Xn − a

Considérons le polynôme Xn − a ∈ lk[X] où lk est un corps de caractéristique 0. On se propose, à titre
d’exemple, de déterminer son groupe de Galois.

1. Le corps lk contient une racine n-ième primitive de l’unité.

Nous avons étudié les racines n-ièmes de l’unité sur le corps C. Cette notion s’étends aisément aux corps
quelconques, mais nous nous limitons ici aux corps de caractéristique 0. Soit n un entier positif non nul.
Une racine n-ième de l’unité sur lk est une racine dans la clôture algébrique l̃k de lk du polynôme Xn − 1.
Tout comme pour lk = Q, on montre que
L’ensemble des racines n-ièmes de l’unité sur lk est un groupe cyclique d’ordre n.

Tour générateur de ce groupe est appelé une racine primitive. Soit ε une telle racine primitive. Alors

εn = 1

et
{1, ε, ε2, · · · , εn−1}

est l’ensemble des racines n-ièmes. En particulier, toute racine primitive s’écrit εr avec 1 ≤ r ≤ n− 1 et r
premier avec n.
Par hypothèse, lk contient une racine primitive n-ième de l’unité. Soit ε ∈ lk cette racine. Considérons

une racine α du polynôme P = Xn − a. Nous pouvons supposer que cette arcine n’est pas dans lk, sinon lk
serait le corps de décomposition de ce polynôme et son groupe de Galois sur lk serait trivial. Ainsi α /∈ lk et

αn = a.

L’extension monogène lk[α] de lk contient donc les éléments suivants :

α, ε, εα, ε2α, · · · , εn−1α.

Or
P (εiα) = (εiα)n − a = αn − a = 0.

Donc les n éléments α, εα, ε2α, · · · , εn−1α sont tous des racines de P . Ce sont donc toutes les racines de P
et donc lk[α] est le corps de décomposition de P . On en déduit que le groupe de Galois de P est

Gal(Dlk(P )/lk) = Gal(lk[α]/lk).

Ainsi tout élément ϕ ∈ Gal(Dlk(P )/lk) est entièrement défini par l’image de la racine α, qui est aussi une
racine de P . Posons

ϕ(α) = εkα
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avec 1 ≤ k ≤ n − 1. Soit ϕ1 un autre élément de Gal(Dlk(P )/lk) distinct de ϕ. Il existe k1 distinct de k
avec 1 ≤ k1 ≤ n− 1 et

ϕ(α) = εk1α.

Alors
ϕ1(ϕ(α)) = ϕ1(εkα) = εkϕ(α) = εk+k1α = (ϕ1(α)).

Ainsi
ϕϕ1 = ϕ1ϕ

pour tout ϕ,ϕ1 ∈ Gal(Dlk(P )/lk). Ce groupe est donc abélien.

Proposition 64 Soit lk un corps de caractéristique 0 contenant une racine primitive n-ième de l’unité.
Soit a ∈ lk un élément non nul. Alors le groupe de Galois du polynôme

Xn − a

est un groupe abélien d’ordre n.

2. Le corps lk ne contient aucune racine n-ième primitive de l’unité.

Soit α une racine de P = Xn−a que l’on suppose ne pas appartenir à lk. Considérons ε une racine primitive
n-ième de l’unité dans lk. Par hypothèse ε /∈ lk et donc lk[ε] est une extension propre de lk. Considérons la
tour d’extension

lk ⊂ lk[ε],⊂ lk[ε, α].

Alors
1. lk[ε] est une extension galoisienne de lk et

Gal(lk[ε]/lk)

est abélien. En effet lk[ε] est le corps de décomposition de Xn − 1 sur lk. C’est donc une extension
normale et séparable de lk. Elle est donc galoisienne. Le groupe de Galois est abélien : soient ϕ1, ςϕ2

deux éléments de ce groupe. Ils sont caractérisés par

ϕ1(ε) = εk1 , ϕ(ε) = εk2

et
ϕ1(ϕ2(ε)) = ϕ1(εk2) = εk1+k2 = ϕ2(ϕ1(ε)).

Ainsi ϕ1ϕ2 et ϕ2ϕ1 coïncident sur le générateur. Ils sont égaux et Gal(lk[ε]/lk) est un groupe abélien.
2. lk[ε, α] est une extension galoisienne de lk[ε]. En effet, considérons le polynôme P = Xn−a ∈ lk[ε][X].

On a P (α) = 0 et
P (εkα) = (εkα)n − a = αn − a = 0

et donc lk[ε, α] est le corps de décomposition du polynôme Xn − a ∈ lk[ε][X]. Comme précédemment,
on montre que le groupe de Galois Gal(lk[ε, α]/lk[ε]) est un groupe abélien. Mais

lk[ε, α] = lk[α, εα, · · · , εn−1α].

On en déduit que l’extension
lk ⊂ lk[ε, α]
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est normale et séparable car lk[ε, α] est le corps de décomposition de P = Xn − a sur lk. C’est donc
une extension galoisienne finie. On a ainsi une tour d’extension

lk ⊂ lk[ε] ⊂ lk[ε, α]

où lk[ε, α] est normale sur lk donc sur lk[ε]. Dans ce cas Gal(lk[ε, α]/lk[ε]) est un sous-groupe normal
de Gal(lk[ε, α]/lk) et

Gal(lk[ε]/lk) =
Gal(lk[ε, α]/lk)

Gal(lk[ε, α]/lk[ε])
.

Nous sommes ainsi dans la situation suivante : si G = Gal(lk[ε, α]/lk) et H = Gal(lk[ε, α]/lk[ε]), alors
G/H = Gal(lk[ε]/lk). Comme H est un sous-groupe normal résoluble (il est abélien) de G et le groupe
quotient G/H est résoluble (il est aussi abélien), alors le groupe G est résoluble.

Proposition 65 Soit lk un corps de caractéristique 0 ne contenant pas de racine primitive n-ième de
l’unité. Soit a ∈ lk un élément non nul. Alors le groupe de Galois du polynôme

Xn − a

est un groupe résoluble.

7.1.4 Le groupe de Galois d’une extension normale par radicaux

Commençons par généraliser quelques résultats mis en évidence dans l’exemple ci-dessus et qui se géné-
ralisent sans difficulté. Soit lk un corps de caractéristique 0. Soit K une extension galoisienne finie. C’est
en particulier le corps de décomposition d’un polynôme séparable de lk[X]. Soit ξ une racine primitive de
l’unité (dans K̃). Si ξ ∈ lk, alors lk = lk[ξ]. Sinon lk[ξ] est une extension galoisienne de lk. Considérons K[ξ].
Il est clair que K[ξ] est une extension galoisienne de K qui ont la même clôture algébrique K̃. Montrons que
dans l’extension

lk ⊂ lk[ξ] ⊂ K[ξ]

les extensions lk ⊂ K[ξ] et lk[ξ] ⊂ K sont normales donc galoisiennes finies. Soit ϕ : K[ξ] → K̃ = K̃[ξ] un
lk-homomorphisme. Il est clair ϕ(ξ) ∈ lk[ξ] car (ϕ(ξ)n = 1). De plus , par hypothèse, l’extension K de lk est
normale. Donc l’image par ϕ de K dans sa clôture algébrique est égale à K. Donc ϕ(K[ξ]) ⊂ K[ξ] ce qui
montre que l’extension

lk ⊂ K[ξ]

sest normale. On en déduit en particulier que l’extension

lk[ξ] ⊂ K[ξ]

est aussi normale. Comme nous avons supposé que le corps lk était de caractéristique 0, alors il est parfait
et toute extension algébrique est séparable. Ainsi les extensions ci-dessus sont aussi séparables et donc
galoisiennes finies. Comparons alors les groupes de Galois Gal(K[ξ]/lk), Gal(K[ξ]/lk[ξ]) et Gal(lk[ξ]/lk). Les
propriétés de ces groupes sont liées à la tour d’extension

lk ⊂ lk[ξ] ⊂ K[ξ].

Comme lk[ξ] est une extension de lk par une racine primitive de l’unité, chaque élément de Gal(lk[ξ]/lk)
est défini par l’image de ξ. Soit ϕ ∈ Gal(lk[ξ]/lk). Alors ϕ(ξ)n = 1 et donc il existe r tel que ϕ(ξ) = ξr.
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C’est aussi une racine primitive et donc r est premier avec n. On en déduit que Gal(lk[ξ]/lk) est abélien.
Considérons maintenant Gal(K[ξ]/lk). Comme l’extension lk ⊂ K[ξ] est galoisienne et finie, le groupe de
Galois Gal(K[ξ]/lk[ξ]) est un sous groupe normal de Gal(K[ξ]/lk) et

Gal((lk[ξ]/lk) = Gal(K[ξ]/lk)/Gal(K[ξ]/lk[ξ]).

Pour les mêmes raisons, on aura

Gal((K/lk) = Gal(K[ξ]/lk)/Gal(K[ξ]/K).

Mais contrairement à l’exemple ci-dessus, nous ne pouvons, sans hypothèse supplémentaire, trouver d’autres
propriétés de ces groupes.

Théorème 27 Soit lk ⊂ K une extension galoisienne finie du corps lk de caractéristique 0. Si cette
extension est aussi une extension par radicaux, alors le groupe de Galois Gal(K/lk) est résoluble.

Démonstration. Par hypothèse, il existe une tour d’extension

lk ⊂ lk[α1] ⊂ · · · ⊂ lk[α1, · · · , αl] = K

telle que αnii = ai ∈ lk[α1, · · · , αi−1]. Posons

n = n1 · · ·nl.

Soit ξ une racine primitive n-ième de l’unité et considérons, comme ci-dessus, l’extension lk[ξ]. Considérons
la tour d’extensions

lk[ξ] ⊂ lk[ξ, α1] ⊂ · · · ⊂ lk[ξ, α1, · · · , αl] = K[ξ].

Chacun des corps lk[ξ, α1, · · · , αi] contient une racine de l’unité et l’extension

lk[ξ, α1, · · · , αi−1] ⊂ lk[ξ, α1, · · · , αi]

correspond à l’extension par une racine du polynôme Xni − ai de lk[ξ, α1, · · · , αi−1][X]. Nous avons vu
que dans ce cas cette extension est galoisienne et finie et le groupe de Galois est abélien. Mais par hy-
pothèse lk ⊂ K est une extension galoisienne finie. Il en est de même de lk[ξ] ⊂ K[ξ]. Donc K[ξ] est une
extension galoisienne finie sur chacun des corps intermédiaires lk[ξ, α1, · · · , αi]. Considérons les groupes de
Galois Gal(K[ξ]/lk[ξ, α1, · · · , αi]). On en déduit que Gal(K[ξ]/lk[ξ, α1, · · · , αi]) est un sous groupe normal
de Gal(K[ξ]/lk[ξ]. On a donc la suite décroissante de sous-groupes normaux

Gal(K[ξ]/lk[ξ]) ⊃ Gal(K[ξ]/lk[ξ, α1]) ⊃ · · · ⊃ Gal(K[ξ]/lk[ξ, α1, · · · , αl−1]) ⊃ {Id}

et chaque quotient successifGal(K[ξ]/lk[ξ, α1, · · · , αi])/Gal(K[ξ]/lk[ξ, α1, · · · , αi−1]) est isomorphe àGal(lk[ξ, α1, · · · , αi−1/lk[ξ, α1, · · · , αi)
est abélien. On en déduit que Gal(K[ξ]/lk[ξ]) est un groupe résoluble. Les considérations précédentes :

Gal((lk[ξ]/lk) = Gal(K[ξ]/lk)/Gal(K[ξ]/lk[ξ])

avec Gal((lk[ξ]/lk) abélien et maintenant Gal(K[ξ]/lk[ξ]) impliquent que

Gal(K[ξ]/lk)

est résoluble. Mais
Gal((K/lk) = Gal(K[ξ]/lk)/Gal(K[ξ]/K)

et donc Gal((K/lk) est résoluble.
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7.2 Polynômes résolubles par radicaux

7.2.1 Polynômes résolubles par radicaux

Définition 48 Soit P ∈ lk[X] un polynôme à coefficients dans lk. Il est dit résoluble par radicaux sur lk
si toutes les racines de P appartiennent à une extension K par radicaux de lk.

Ceci signifie qu’il existe une extension par radicaux de lk :

lk = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kl = K

telle que le corps de décomposition Dlk(P ) de P dans lk soit contenu dans K (et pas nécessairement égal à
K). Notons également que cette définition n’implique pas que K soit une extension normale de lk.

Théorème 28 Soit P ∈ lk[X] un polynôme à coefficients dans lk de caractéristique 0. Si P est résoluble
par radicaux, alors le groupe de Galois de P :

Gal(Dlk(P )/lk)

est résoluble, où (Dlk(P ) est un corps de décomposition de P .

Démonstration. Comme P est résoluble par radicaux, ses racines appartiennent à une extension K de lk
qui est une extension par radicaux. Pour pouvoir appliquer le théorème précédent, il faudrait que cette
extension soit galoisienne finie, ce qui n’est pas en général le cas.

Lemme 6 Soit P ∈ lk[X] un polynôme à coefficients dans lk. Supposons qu’il existe une extension par
radicaux K de lk contenant le corps de décomposition Dlk(P ) de P sur lk. Alors il existe une extension par
radicaux contenant Dlk(P ) telle que K soit une extension galoisienne finie de lk.

Démonstration. Soit K une extension par radicaux de lk contenant le corps des racines de P . Notons par K̃
la clôture algébrique de K. Soit A l’ensemble des lk-homomorphismes

ϕ : K→ K̃.

Soit L le sous-corps de K̃ engendré par {ϕ(K), ϕ ∈ A}. Pour ϕ ∈ A fixé, ϕ(K) est un sous-corps de K̃
qui est lk-isomorphe à K. Ceci implique immédiatement que c’est aussi une extension par radicaux de lk.
Montrons que L qui est un sous-corps engendré par des sous-corps qui sont extensions par radicaux de lk
est aussi une extension par radicaux de lk. Soient ϕ1 et ϕ2 ∈ A. Alors ϕ1(K) et ϕ2(K) sont des extensions
par radicaux, contenant les racines de P . Ceci signifie que l’on ait

lk ⊂ lk[β1] ⊂ · · · ⊂ ϕ1(K) = lk[β1, · · · , βs]

avec βmii ∈ lk[β1, · · · , βi−1 et

lk ⊂ lk[γ1] ⊂ · · · ⊂ ϕ2(K) = lk[γ1, · · · , γr]
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avec βrii ∈ lk[γ1, · · · , γi−1. Dans ce cas l’extension finie lk[[β1, · · · , βs, γ1, · · · , γr] est une extension finie par
radicaux de lk engendrée par ϕ1(K) et ϕ2(K) et contient les racines de P . On en déduit que L est une
extension finie par radicaux de P. Montrons qu’elle est normale. Comme L est une extension finie de K
qui est elle même une extension de degré fini : K = lk[α1, · · · , αl]. Soit Pαi le polynôme minimal de αi
dans lk[X]. Alors, par construction, L est le corps des racines du polynôme Pα1Pα2 · · ·Pαl . C’est donc une
extension normale.

Revenons à la démonstration du théorème. D’après le lemme, il existe une extension galoisienne finie L
qui soit une extension par radicaux de lk. On en déduit que le groupe de Galois

Gal(L/lk)

est un groupe résoluble. Mais comme Dlk(P ) est une extension intermédiaire, on a

Gal(Dlk(P )/lk) =
Gal((L/lk)

Gal((L/Dlk(P )
.

Ainsi Gal(L/lk) est le quotient d’un groupe résoluble. Il est donc résoluble. G

7.2.2 La réciproque du théorème de Galois

Théorème 29 Soit P ∈ lk[X] un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 où lk est un corps de caracté-
ristique 0. Alors si le groupe de Galois de P est résoluble, P est résoluble par radicaux.

Démonstration. Rappelons que le groupe de Galois de P est, par définition, Gal(Dlk(P )/lk). Posons

n = [Dlk(P ); lk)] = |Gal(Dlk(P )/lk)|.

Soit ξ une racine primitive n-ième de l’unité dans la clôture algébrique D̃lk(P ) de Dlk(P ). Supposons dans un
premier temps que ξ ∈ lk, c’est-à-dire lk[ξ] = lk. Notons, pour simplifier K le corps des racines de P . Comme
le groupe G = Gal(Dlk(P )/lk) est résoluble, il existe une suite finie décroissante {Gi} de sou-groupes de G
telle que

1. G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {0},
2. pour i = 1, · · · , r, Gi est un sous-groupe normal de Gi−1,

3. pour i = 0, · · · , r − 1, le groupe quotient Gi/Gi+1 est cyclique d’ordre premier.
A chacun de ces sous-groupes Gi correspond le sous-corps intermédiaires Ki = Fix(Gi) et Gi est le groupe
de Galois de l’extension lk ⊂ Ki. De plus Ki est une extension normale de lk. On en déduit que le groupe
de Galois Gal(K/Ki) est un sous-groupe distingué de Gal(K/lk) et

Gal(Ki/lk) =
Gal(K/lk)

Gal(K/Ki)
.

On en déduit que

Gal(Ki+1/Ki) =
Gal(K/Ki)
Gal(K/Ki+1)

=
Gi
Gi+1

.

Ainsi Ki+1 est une extension de Ki dont le groupe de Galois est cyclique d’ordre premier. Soit ϕ un
générateur de ce groupe. Alors ϕ est une application linéaire du Ki-espace vectoriel Ki+1. Si ni est l’ordre
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du groupe de Galois de cette extension, c’est par hypothèse un nombre premier. Si λ est une valeur propre
de ϕ, alors ϕ(λni = ϕni(λ) = 1 et donc λni = 1. Le polynôme Q = Xn − 1 est donc un polynôme
annotateur de ϕ. Par hypothèse, ce polynôme est séparable et a toutes ses racines dans lk (on a supposé
que lk contenait une racine primitive de l’unité). Ainsi ϕ est une application linéaire diagonalisable. Si on
suppose que ϕ 6= Id, alors il existe une valeur propre λ 6= 1. Si λ1 et λ2 sont deux valeurs propres de ϕ,
alors comme ϕ est aussi un homomorphisme de corps, λ1 · λ2 et λ−1

1 sont aussi des valeurs propres de ϕ.
Ainsi, l’ensemble des valeurs propres de ϕ est un sous-groupes du groupes des racine ni-ième de l’unité.
C’est donc un sous-groupe cyclique. Son ordre d divise ni et donc toutes les valeurs propres sont des racines
d-ième de l’unité ce qui implique que ϕ est d’ordre d. D’où d = ni et les racines ni-ième de l’unité sont des
valeurs propres Ainsi ξ est une valeur propre de ϕ. Soit α un vecteur propre associé. On a

ϕ(α) = ξα

On en déduit
ϕ(αni) = αni

et donc β = αni est invariant par ϕ. Comme ϕ ∈ Gal(Ki+1/Ki) qui est cyclique, il est invariant par tous les
éléments de ce groupe de Galois. Il appartient donc à Ki. Les éléments conjugués à α sont ϕk(α) = ξkα pour
k = 0, · · ·ni − 1. Ces éléments sont tous distincts, donc Ki+1 = Ki[α]. On a donc construit une extension
par radicaux contenant le corps de décomposition de P .

Nous avons supposé au cours de cette démonstration que lk contenait une racine primitive ξ de l’unité. Si
cela n’est pas le cas, nous opérons comme précédemment, en considérant les extensions lk[ξ] et Dlk(P )[ξ].
Le reste de la démonstration est alors analogue à ce que nous venons de faire.
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Chapitre 8

Résolution des équations polynomiales

Le théorème de Galois précise qu’une équation polynomiale est résoluble par radicaux si et seulement si
son groupe de Galois est résoluble. Nous allons appliquer ce résultat aux équations polynomiales de petit
degré et montrer que dès le degré 5, il existe des équations non résolubles par radicaux. Dans tout ce
chapitre, on suppose que le corps lk est un sous-corps de C (ou bien que lk est de caractéristique 0 contenu
dans un corps algébriquement clos). Soit P ∈ lk[X]. On notera par

Gal(P/lk)

le groupe de Galois de P , c’est-à-dire, Gal(Dlk(P )/lk) où Dlk(P ) est le corps des racines, ou un corps de
décomposition du polynôme P .

8.1 Equations de degré 2

On considère le polynôme
P = X2 + aX + b

de degré 2 appartenant à lk[X].
1. Supposons, dans un premier temps, que P soit réductible sur lk. Il s’écrit donc sous la forme

P = (X − α)(X − β)

avec α, β ∈ lk. Dans ce cas on a

α =
−a+

√
a2 − 4b

2a
, β =

−a+
√
a2 − 4b2a

2a

et donc, si ∆ = a2 − 4b, alors √
∆ ∈ lk.

Le corps de décomposition est lk et donc

Gal(P/lk) = {Id}.

On remarque, que dans ce cas, le groupe de Galois est trivial, donc résoluble et l’équation est bien
résoluble par radicaux.

103
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2. Supposons P irréductible sur lk. Soit α et β ses racines dans C, ou dans la cloture algébrique de
lk. Comme P (α) = 0 et que P est unitaire et irréductible, c’est le polynôme minimal de α. Comme
P (β) = 0, les racines α et β sont conjuguées dans lk et donc β ∈ lk[α]. Ainsi

Dlk(P ) = lk[α].

Tout élément ϕ ∈ Gal(P/lk) est déterminé par l’image ϕ(α). Comme ϕ(α) est aussi une racine de P ,
alors
— Soit ϕ(α) = α et ϕ = Id,
— Soit ϕ(α) = β. Dans ce second cas, nous pouvons identifier ϕ à la transposition σ = (12) du groupe

symétrique S2.
On en déduit

Gal(P/lk) = S2.

Rappelons que le groupe S2 = {Id, (12)} est un groupe fini d’ordre 2 et donc abélien (et donc
résoluble). Ainsi, toute équation polynomiale de degré 2 est résoluble par radicaux.

8.2 Equations de degré 3

On considère le polynôme
P = X3 + aX2 + bX + c

de degré 3 appartenant à lk[X]. Considéronsla transformation Y = X + a
3 . Alors

X3 + aX2 + bX + c = Y 3 − aY 2 + 3(
a

3
)2Y − (

a

3
)3 + aY 2 − 2a

a

3
Y + a

a

3

2
+ bY − ba

3
+ c = Y 3 + pY + q

avec p = −2aa3 + 3(a3 )2 + b et q = −(a3 )3 +aa3
2− ba3 + c. Le polynôme P devient Y 3 +pY + q et la résolution

de P est équivalente à celle de Y 3 + pY + q. Nous pouvons donc supposer que le polynôme P s’écrive sous
la forme

P = X3 + pX + q.

Soient α, β, γ les racines de P dans C. Posons

δ = (α− β)(β − γ)(γ − α).

8.2.1 Le corps de décomposition de X3 + pX + q

Proposition 66 Le corps de décomposition de P = X3 + pX + q sur lk est lk[α, δ].

Démonstration. Par définition, le corps de décomposition de P est lk[α, β, γ]. Si

δ = (α− β)(β − γ)(γ − α),

alors
lk[α, δ] ⊂ lk[α, β, γ].

Montrons l’inclusion inverse. Pour cela, rappelons (ou introduisons) la notion de discriminant d’un poly-
nôme.
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Définition 49 Soit P un polynôme unitaire de lk[X] de degré n. On appelle discriminant de P le scalaire

D(P ) = (−1)
n(n−1)

2 Res(P, P ′)

où Res(P, P ′) est le résultant de deux polynômes P et de sa dérivée formelle P ′, c’est-à-dire

Res(P, P ′) =
n∏
i=1

P ′(αi)

où α1, · · · , αn sont les racines de P dans C.

En particulier, nous avons pour P = X3 + pX + q, P ′ = 3X2 + p et

Res(P, P ′) = (3α2 + p)(3β2 + p)(3γ2 + p) = 27(α2β2γ2) + 9p(α2β2 +α2γ2 +β2γ2) + 3p2(α2 +β2 + γ2) + p3.

Or les relations entre les racines et les coefficients s’écrivent :
α+ β + γ = 0,
αβ + αγ + βγ = p,
αβγ = −q.

Ainsi
α2β2γ2 = q2,

et
(α+ β + γ)2 = 0 = α2 + β2 + γ2 + 2(αβ + αγ + βγ)

soit
α2 + β2 + γ2 = −2p.

De même
(αβ + αγ + βγ)2 = p2 = α2β2 + α2γ2 + β2γ2 + 2(α+ β + γ)(−q)

soit
α2β2 + α2γ2 + β2γ2 = p2.

On en déduit
Res(P, P ′) = 27q2 + 9p3 − 6p3 + p3 = 27q2 + 4p3.

Ainsi, le discriminant du polynôme P = X3 + pX + q est

D(P ) = −27q2 − 4p3.

Lemme 7 Soient α, β, γ les racines de P = X3 + pX + q dans C. Alors

D(P ) = −27q2 − 4p3 = (α− β)2(α− γ)2(β − γ)2.

Démonstration. En effet on a dans /C :

P = (X − α)(X − β)(X − γ).
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Ainsi
P ′(α) = (α− β)(α− γ), P ′(β) = (β − α)(β − γ), P ′(γ) = (γ − α)(γ − β).

Or
Res(P, P ′) = P ′(α)P ′(β)P ′(γ) = −(α− β)2(α− γ)2(β − γ)2.

On en déduit
D(P ) = −Res(P, P ′) = (α− β)2(α− γ)2(β − γ)2.

Conséquences. Le discriminant D(P ) est nul si et seulement si δ = 0 c’est-à-dire P admet une racine
double. Supposons par exemple α = β. On en déduit γ = −2α et donc les racines sont dans ce cas
(α, α,−2α). On a donc également

αβ + αγ + βγ = α2 − 2α2 − 2α2 = −3α2 = p

et
αβγ = −2α3 = −q.

Si α 6= 0, alors α =
3q

2p
et donc α ∈ lk. Dans ce cas le corps de décomposition est lk et le groupe de Galois

du polynôme P est réduit à l’Identité.

Supposons dorénavant que D(P ) 6= 0, ce qui est équivalent à δ 6= 0 et les racines sont toutes distinctes.
Alors

δ = (α− β)(β − γ)(γ − α)

implique

β − γ =
δ

(α− β)(γ − α)
=

δ

α(β + γ)− α2 − βγ
=

δ

−2α2 + q
α

.

Ainsi β−γ ∈ lk[α, δ]. Mais β+γ = −α. On en déduit que β et γ appartiennent à lk[α, δ]. Ainsi lk[α, β, γ] ⊂
lk[α, δ]. On en déduit la proposition.

Corollaire 4 Soit P = X3 + pX + q ∈ lk[X] dont le discriminant est non nul. Alors

1. Si δ ∈ lk, le corps de décomposition de P est lk[α] et

[lk[α]; lk] = 3.

2. Si δ /∈ lk, le corps de décomposition de P est lk[α, δ] et

[lk[α, δ]; lk] = 6.

Démonstration. En effet, si δ ∈ lk, le corps de décomposition de P est lk[α]. Comme P (α) = 0 et P unitaire,
il est irréductible car aucune des racines n’est dans lk. C’est donc le polynôme minimal de α et donc

[lk[α]; lk] = 3.

Si δ /∈ lk, le corps de décomposition de P est lk[α, δ]. Dans ce cas on a

[lk[δ]; lk] = 2



8.2. EQUATIONS DE DEGRÉ 3 107

car
delta est de degré 2. En effet δ2 = D(P ) et donc δ est racine du polynôme X2−D(P ) ∈ lk[X]. Ce polynôme
étant irréductible dans lk, on a bien que δ est de degré 2. De même

[lk[α]; lk] = 3.

On en déduit
[lk[α, δ]; lk] = 6.

8.2.2 Le groupe de Galois de X3 + pX + q

Proposition 67 Soient P = X3 + pX + q ∈ lk[X] et D(P ) = −27q2 − 4p3 son discriminant.

1. Si D(P ) = 0, alors Gal(P/lk) = {Id}.
2. Si D(P ) 6= 0 et

√
D(P ) ∈ lk, alors Gal(P/lk) = Z/3Z.

3. Si D(P ) 6= 0 et
√
D(P ) /∈ lk, alors Gal(P/lk) = S3.

Démonstration. Nous avons déjà examiné le premier cas. Supposons donc D(P ) 6= 0 et
√
D(P ) ∈ lk. Ceci

signifie que δ 6= 0 et δ ∈ lk. Le corps de décomposetion de P est dans ce cas lk[α] qui est une extension de
degré 3, le polynôme minimal de α étant égal à P . Comme l’extension

lk ⊂ lk[α]

est une extension par un corps de décomposition, elle est normale. C’est donc une extension galoisienne ce
qui implique que le groupe de Galois Gal(P/lk) est d’ordre 3. Comme tout groupe d’ordre 3 est isomorphe
à Z/3Z, on en déduit

Gal(P/lk) = Z/3Z.

Supposons à présent D(P ) 6= 0 et
√
D(P ) /∈ lk. Le corps de décomposition est lk[α, δ] et l’extension

lk ⊂ lk[α, δ]

est de degré 6. Ainsi le groupe de Galois est dans ce cas d’ordre 6. Mais ce groupe de Galois est isomorphe
à un sous-groupe de S3. Ainsi

Gal(P/lk) = S3.

Les éléments de ce groupe sont donnés par

ϕ1(α) = α ϕ1(β) = β ϕ1(γ) = γ
ϕ2(α) = β ϕ2(β) = α ϕ2(γ) = γ
ϕ3(α) = γ ϕ3(β) = β ϕ2(γ) = α
ϕ4(α) = α ϕ4(β) = γ ϕ4(γ) = β
ϕ5(α) = β ϕ5(β) = γ ϕ5(γ) = α
ϕ2(α) = γ ϕ2(β) = α ϕ2(γ) = β.

Théorème 30 Tout polynôme de degré 3 de lk[X] est résoluble par radicaux.



108 CHAPITRE 8. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS POLYNOMIALES

Démonstration. En effet, le groupe de Galois, qui est soit trivial, soit Z/3Z soit S3 est résoluble.

Remarque Le théorème ci-dessus nous assure de l’existence de formules donnant les racines d’un polynôme
de degré 3 mais ne permet pas d’écrire ces formules. Rappelons que pour le degré 2, ces formules s’apprennent
en classe de lycée et s’écrivent sous la forme suivante :
Soit P = X2 + aX + b un polynôme de lk[X] où lk est un sous-corps de C. Alors les racines s’écrivent

dans C ou dans le corps de décomposition de P :

α =
−a+

√
a2 − 4b

2
, β =

−a−
√
a2 − 4b

2
.

En degré 3, les formules, dites de Cardan ou de Tartaglia-Cardan, sont un peu plus compliquées. Soit
P = X3 + pX + q un polynôme de lk[X]. Ses racines s’écrivent

α1 =
3

√
1

2
(−q +

√
4p3 + 27q2

27
) +

3

√
1

2
(−q −

√
4p3 + 27q2

27
),

α2 = j
3

√
1

2
(−q +

√
4p3 + 27q2

27
) + j2 3

√
1

2
(−q −

√
4p3 + 27q2

27
),

α3 = j2 3

√
1

2
(−q +

√
4p3 + 27q2

27
) + j

3

√
1

2
(−q −

√
4p3 + 27q2

27
)

où j = e2iπ/3.

8.3 Equations de degré 4

On considère le polynôme P = X4 + aX3 + bX2 + cX + d. Comme pour le degré 3, la transformation
Y = X + a

4 transforme P en un polynôme de degré 4 de la forme X4 + pX2 + qX + r et la résolution par
radicaux de P est équivalente à celle du polynôme réduit. On peut donc supposer que P = X4+pX2+qX+r.

Proposition 68 Tout polynôme de degré 3 P = X4 + pX2 + qX + r de lk[X] se décompose sous la forme

P = (X2 + aX + b)(X2 − aX + d)

avec a, b, c, d ∈ lk.

Démonstration. En effet

(X2 + aX + b)(X2 + cX + d) = X4 + (a+ c)X3 + (b+ d+ ac)X2 + (ad+ bc)X + bd.

Par identification, on obtient 
a+ c = 0,
b+ d+ ac = p,
ad+ bc = q,
bd = r.
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D’où c = −a, b+ d = p+ a2, d− b = q
a et donc

b =
1

2
(p+ a2 − q

a
), d =

1

2
(p+ a2 +

q

a
).

Mais bd = r ce qui donne
4ra2 = a2(p+ a2)2 − q2.

Ceci est une équation bicarré en a. Posons A = a2. Alors A est racine de

A(p+A)2 − 4rA− q2 = 0.

Le polynôme X(p+X)2 − 4rX − q2 est de degré 3 et appartient à lk[X]. D’après le paragraphe précédent,
on sait trouver les racines d’une telle équation. On en déduit la proposition.

Corollaire 5 Tout polynôme de degré 4 de lk[X] est réductible. Il est donc résoluble par radicaux.

8.4 Equations de degré 5

Nous avons vu que toute équation polynômiale de degré 2,3 ou 4 est résoluble par radicaux. Ceci s’explique
aisément car le groupe de Galois du polynôme est un sous groupe respectivement de S2, de S3 ou de S4.
Mais comme chacun de ces groupes est résoluble, il en est de même de leurs sous-groupes, en particulier du
groupe de Galois du polynôme. Donc, en vertu du théorème de Galois, l’équation est résoluble par radicaux.
Tout change dès le degré 5 car de S5 n’est plus résoluble. Donc tout polynôme dont le groupe de Galois est
de S5 ne peut être résoluble par radicaux. Rappelons, toutefois, que certaines équations polynômiales de
degré 5 peuvent être résolubles par radicaux. Il suffit que le groupe de Galois soit un sous-groupe résoluble
de de S5. La plus simple est associée au polynôme P = X5 dont le groupe de gallois est réduit à l’identité.
De même si toutes les racines de P sont dans lk, le corps de racines est aussi lk et donc le groupe de Galois
est l’identité. Nous avons également vu que le groupe de Galois de X5− a était résoluble. Ce polynôme est
aussi résoluble par radicaux.

8.4.1 Un polynôme de degré 5 non résoluble par radicaux

.
Considérons le polynôme suivant de Q[X]

P = X5 − 10X + 5.

D’après le critère d’Eisenstein, si nous prenons pour entier premier p = 5, il divise tous les coefficients sauf
a5 = 1et dee plus p2 = 25 ne divise pas a0 = 5, on en déduit que P est irréductible sur Q. Ses racines
n’appartiennent pas à Q. Son corps de décomposition est donc une extension propre de Q. Pour déterminer
le nombre de racines réelles regardons les variations de la fonction polynomiale y = x5−5x+ 10. Sa dérivée
est

y′ = 5x4 − 5 = 5(x4 − 1) = 5(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1).
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Comme y(1) = −4 et y(−1) = 14, on en déduit que P admet 3 racines réelles et deux racines complexes
conjuguées. Notons α1, α2, α3 les racines réelles et β, β les deux racines complexes conjuguées. Soit G le
groupe de Galois de P :

G = Gal(DQ(P )/Q).

Considérons l’élément ϕ ∈ G défini par

ϕ(a) = a, a ∈ R; ϕ(i) = −i.

En particulier ϕ(β) = β. Comme β est une racine de P , l’extension Q[β] de Q a pour degré, le degré du
polynôme minimal de β. Comme P est unitaire et irréductible, c’est le polynôme minimal de β et donc

[Q[β];Q] = 5.

On en déduit
[DQ(P );Q] = [DQ(P );Q[β]].[Q[β];Q] = 5k

avec k = [DQ(P );Q[β]]. Ainsi
|G| = 5k.

Or le théorème de Cauchy relatif aux groupes finis précisent que pour tout premier p divisant l’ordre de G,
il existe un élément de G d’ordre p. En particulier, il existe un élément φ du groupe de Galois G tel que
φ5 = Id. Rappelons que G contient également l’automorphisme ϕ défini par ϕ(β) = β qui est d’ordre 2. Or
on peut identifier G à un sous-groupe du groupe symétrique S5. Ce sous-groupe contient un cycle d’ordre
5 et une transposition. Or ces deux éléments forment un système de générateurs de S5. Ainsi

G = S5.

Mais S5 n’est pas résoluble. Ainsi le groupe de Galois de P n’est pas résoluble et P n’est pas résoluble par
radicaux.

8.4.2 Généralisations

Les arguments ci-dessus, plus le fait que tout système composé d’un p-cycle, avec p premier et d’une
transposition est un système de générateurs de Sp, montrent le résultat suivant :

Proposition 69 Soit P ∈ Q[X] un polynôme unitaire irréductible de degré p avec p premier et p ≥ 5.
Supposons que P possède exactement deux racines complexes conjuguées et non réelles. Alors P n’est pas
résoluble par radicaux.



Chapitre 9

Annexe1 : Le groupe symétrique Sn

9.1 Définition de Sn. Générateurs

9.1.1 Permutations

Soit En = {1, 2, · · · , n − 1, n}. On appelle permutation de n-éléments toute bijection de En. Un telle
permutation se notera

σ =

(
1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
Comme la composée de deux permutations est encore une permutation, l’ensemble des permutations de

En est stable pour cette opération.

Définition 50 On appelle groupe symétrique d’indice n, et on le note Sn, le groupe des permutation de
En pour la composition.

On en déduit que
|Sn| = n!.

Ainsi, si nous notons par τi,j , 1 ≤ i < j ≤ n la transposition permutant i et j, c’est-à-dire la permutation
définie par

τi,j(i) = j, τi,j(j) = i, τi,j(k) = k, k 6= i, j

alors on a
— S1 = {Id},
— S2 = {Id, τ1,2},
— S3 = {Id, τ1,2, τ1,3, τ2,3, c, c

2}
où c est la permutation cyclique

c =

(
1 2 3
2 3 1

)

111
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9.1.2 Transpositions, cycles

Soit σ ∈ Sn. On appelle support de σ le sous ensemble de En, noté supp(σ), défini par

supp(σ) = {k ∈ En, σ(k) 6= k}.

Nous avons défini ci-dessus la notion de transposition. Supposons i < j ∈ En. Si τi,j est une telle transpo-
sition, alors

supp(τi,j) = {i, j}.

Cette permutation vérifie également

τ2
i,j = Id, τ−1

i,j = τi,j .

Théorème 31 L’ensemble des transpositions {τi,j , i 6= j ∈ En} est un système de générateurs de Sn.

Démonstration. Ceci signifie que toute permutation appartenant à Sn s’écrit (de manière non unique)
comme un produit de transpositions. Démonrtrons par récurrence ce théorème. Il est évident pour n = 2.
Supposons le résultat vrai pour tous les groupes Sp avec p < n. Soit σ ∈ En.
— Si σ vérifie σ(n) = n, alors sa restriction σ̃ à En−1 = {1, · · · , n − 1} est une permutation et donc

appartient à Sn−1. Par hypothèse, c’est le produit de transpositions de Sn−1. Chacune de ces trans-
positions τ̃ définit de manière évidente une transposition τ de Sn en posant τ(k) = τ̃(k) pour tout
k ∈ En−1 et τ(n) = n. Dans ce cas σ est le produit des transpositions τ .

— Supposons que σ(n) = k 6= n. Considérons la transposition τ = τk,n. Alors τσ(n) = n et donc, en
posant σ1 = τσ, σ1 est une permutation de En vérifiant σ1(n) = n. D’après le premier cas, σ1 est un
produit de transpositions. Comme σ = τσ1, on en déduit que σ s’écrit aussi comme un produit de
transpositions.

La démonstration ci-dessus donne également un procédé pour construire la décomposition d’une permuta-
tion en produit de transposition. Mais il est à noter que ce système générateur est assez gros car in contient
n(n−1)

2 éléments. Nous pouvons réduire ce système.

Théorème 32 L’ensemble des transpositions {τi,i+1, i = 1, · · · , n− 1} est un système de générateurs de
Sn.

Démonstration. Comme les transpositions engendrent Sn, Il suffit de montrer que toute transposition est
un produit de transpositions du type τi,i+1. Raisonons par récurrence sur l’entier k en supposant le résultat
vrai pour toutes les permutations τi,j avec j − i ≤ k. Soit τi,j une transposition. Supposons j − i = k.

τi,j = τj−1,jτi,j−1τj−1,j .

Mais la transposition τi,j−1 est telle que (j − 1) − i = k − 1 < k. C’est par hypothèse un produit de
transposition τi,i+1. il en est donc de même de τi,j .
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9.1.3 Signature d’une permutation

La décomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique. Il en est de même pour
la décomposition en produit de transpositions simples c’est-à-dire du type τi,j . Toutefois ces décompositions
permettent de mettre en évidence un invariant de la permutation donnée, c’est-à-dire un objet (ici un élément
du groupe Z/2Z) défini par une décomposition, mais qui ne dépend pas du choix de cette décomposition.

Définition 51 Soit σ ∈ Sn. On dit que que σ présente une inversion en (i, j), i < j ∈ En, si σ(i) > σ(j).
Si N(σ) désigne le nombre d’inversions présentées par σ, alors l’entier

ε(σ) = (−1)N(σ)

est appelé la signature de σ.

Proposition 70 Soient σ1 et σ2 deux permutations de En. Alors

ε(σ1σ2) = ε(σ1)ε(σ2).

Démonstration. Toute paire (i, j) ∈ En × En telle que i < j est dans l’un des ensembles :
A1 = {(i, j), σ2(i) < σ2(j) et σ1(σ2(i)) < σ1(σ2(j))},
A2 = {(i, j), σ2(i) < σ2(j) et σ1(σ2(j)) < σ1(σ2(i))},
A3 = {(i, j), σ2(j) < σ2(i) et σ1(σ2(i)) < σ1(σ2(j))},
A4 = {(i, j), σ2(j) < σ2(i) et σ1(σ2(j)) < σ1(σ2(i))}.

Soit Ni le carinal de Ai. On a 
N(σ1σ2) = N2 +N4,
N(σ1) = N2 +N3,
N(σ2) = N3 +N4.

Ceci implique
ε(σ1)ε(σ2) = (−1)N2+N3(−1)N3+N4 = (−1)N2+N4 = ε(σ1σ2).

Cette dernière propriété peut s’interpréter en disant que l’application

ε : Sn → {1,−1}

est un homomorphisme de groupes (multiplicatifs). Comme la transposition τ1,2 a pour signature −1, cet
homomorphisme est surjectif.

Remarque. Soit σ ∈ Sn et soit
σ = τ1τ2 · · · τk

une décomposition de σ en produits de transpositions. Alors

ε(σ) = (−1)k.

En effet, pour toute transposition τ , on a ε(τ) = −1. On en déduit que si sigma = τ ′1τ
′
2 · · · τ ′l est une autre

décomposition de σ en produit de transpositions, alors l et k ont la même parité.
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Définition 52 On dit qu’une permutation σ ∈ Sn est paire si sa signature ε(σ) = +1.

Comme ε est un morphisme de groupe, on en déduit que le produit de permutations paires est une
permutation paire. De même, comme ε(σ−1) = ε(σ), l’inverse d’une permutation paire est paire.

Proposition 71 L’ensemble des permutations paires de Sn est un sous-groupe distingué de Sn. On le
note An et on l’appelle le groupe alterné. On a

|An| =
Sn
2

=
n!

2
.

Démonstration. Considérons en effet l’homéomorphisme surjectif

ε : Sn → {−1,+1}.

Son noyau est An. Il définit, par factorisation, un isomorphisme de groupes

ε :
Sn
An
→ {−1,+1}.

On en déduit que |An| =
Sn
2

=
n!

2
.

9.1.4 Cycles

Définition 53 Soit σ ∈ Sn dont le support est {i1, · · · , ik}. On dit que σ est un cycle si elle vérifie

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, · · · , σ(ik−1) = ik, σ(ik) = i1.

Si c est un tel cycle, on dira que k est sa longueur et on a

ck = Id

et c est d’ordre k. Toute transposition est un cycle de longueur 2. Ainsi l’ensemble des cycles est aussi un
système de générateurs de Sn. Mais dans ce cas, nous allons pouvoir définir une décomposition unique,
modulo une condition supplémentaire.
On dira que deux cycles c et c′ sont disjoints, si leurs supports sont disjoints.

Théorème 33 Toute permutation σ ∈ Sn s’écrit de manière unique sous la forme d’un produit

σ = c1c2 · · · cl

de cycles disjoints.
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Démonstration. La démonstration proposée n’est rien d’autre qu’une manière d’écrire cette décomposition.
Soit

σ =

(
1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
une permutation. Soit S = {i1, · · · , il} son support. Considérons i1 et soit k1 le plus petit entier tel que
σk1(i1) = i1. Alors la permutation

c1 =

(
i1 σ(i1) · · · σk1−1(i1)
σ(i1) σ2(i1) · · · i1

)
est un cycle de longueur k1. Considérons maintenant le plus petit entier j1 ∈ S tel que j1 /∈ S(c1) le support
de c1. On réitère le procédé précédent et on définit un cycle de longueur k2 définit par

c2 =

(
j1 σ(j1) · · · σk2−1(j1)
σ(j1) σ2(j1) · · · j1

)
Il est clair que les cycles c1 et c2 ont des supports disjoints. Ce procédé épuise par itération les éléments du
support de σ. On en déduit la décomposition cherchée. L’unicité de cette décomposition est donc, d’après
ce que nous venons de voir, unique mais à l’ordre des cycles près. L’unicité se démontre alors par récurrence
sur l’ordre du support de σ.

Théorème 34 Le système {τ1,2, cn} où cn est le cycle de longueur n :

cn =

(
1 2 · · · n
2 3 · · · 1

)
est un système de générateurs de Sn.

Démonstration. Considérons le sous-groupe G de Sn engendré par {τ1,2, cn}. Il contient la permutation

cnτ1,2c
−1
n .

Mais cnτ1,2c
−1
n = τ2,3. Ainsi τ2,3 ∈ G. De même G contient cnτ2,3c

−1
n = τ3,4. on en déduit que G contient

toutes les transpositions τi,i+1. Or ces transpositions engendrent Sn et donc G = Sn.

Corollaire 6 Tout sous-groupe de Sn contenant une transposition τi,i+1 et le cycle cn est égal à Sn.

Proposition 72 Si n ≥ 3, tout élément du groupe alterné An est un produit de cycles de longueur 3.

Démonstration. Soit σ ∈ An. Considérons une décomposition en produit de transpositions

σ = τ1τ2 · · · τ2l.

On peut supposer que dans cette décomposition, deux transpositions consécutives ne sont pas identiques.
Considérons alors deux transpositions consécutives ττ ′. Si leur support (i, j) et (k, s) sont disjoints, alors

ττ ′ = (i, j, k)(j, k, s)
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où (i, j, k) désigne la permutation cyclique de support (i, j, k). C’est donc un produit de cycles de longueur
k. Si τ et τ ′ ont des supports non disjoints, posons τ = (i, j) et τ ′ = (i, k). Alors ττ ′ = (i, j, k) qui est un
cycle de longueur 3.

On dit que deux cycles c et c′ de Sn sont conjugués s’il existe σ ∈ Sn tel que

c′ = σcσ−1.

Si c et c′ sont conjugués, ils ont même longueur. Inversement, deux cycles de même longueur sont conjugués.
En effet, si S et S′ sont les supports de S et S′, les complémentaires S̄ et Ā′ sont des ensembles de même
cardinalité n − k où k est la longueur commune de c et c′. Il existe donc une bijection σ entre ces deux
ensembles. Si S = {i1, · · · , ik} et S′ = {j1, · · · , jk}, on prolonge σ sur En en posant σ(il) = jl pour
l = 1, · · · , k. Ainsi σ ∈ Sn et on a c′ = σcσ−1.

9.2 Propriétés algébriques du groupe Sn

9.2.1 Groupes simples

Définition 54 Soit G un groupe dont l’élément neutre est noté e. On dit que G est simple, s’il n’est pas
réduit à {e} et s’il n’ a pas d’autre sous-groupe normal autre que G et {e}.

Par exemple, si G est abélien et simple, alors il est cyclique d’ordre premier.

Théorème 35 Le groupe alterné A5 est simple.

Démonstration. Rappelons que A5 est le sous-groupe de S5 dont les éléments sont les permutations paires.
Il est d’ordre 60. Considérons le cycle

c =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
de S5 que l’on notera pour simplifier c = (1 2 3). On vérifie facilement que l’ensemble

cS5 = {σcσ−1, σ ∈ S5}

contient 20 éléments. Comme c est un cycle de longueur 3, alors ses conjugués σcσ−1 sont aussi des cycles
de longueur 3. En effet σcσ−1 est le cycle (σ(1) σ(2) σ(3)). De plus, tout cycle de longueur 3 est conjugué
à c. On en déduit que S5 contient 20 cycles de longueur 3. Ceci implique que le sous-groupe de S5 formé
des éléments σ tels que

σcσ−1 = c

est d’ordre 120/20 = 6. Il est constitué des permutations

Id, c1 =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
, c2 =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 4 5

)
, c3 =

(
1 2 3 4 5
1 2 3 5 4

)
, c1c3, c2c3
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Mais c3, c1c3, c2c3 sont des permutations impaires. On en déduit que

{σ ∈ A5, σcσ
−1 = c}

contient 3 éléments. Ainsi
cA5 = {σcσ−1, σ ∈ A5}

contient 60/3 = 20 éléments et tous les cycles de longueur 3 sont conjugués dans A5. Considérons à présent
un sous-groupe normal H de A5 distinct de {Id}. Si H contient un cycle de longueur 3, comme H est
un sous- groupe normal, il contient tous les éléments conjugués à ce cycle. Il contient donc tous les cycles
de longueur 3. Comme ils engendrent A5, on en déduit H = A5. Sinon, tout élément σ ∈ H est soit un
cycle de longueur 5 soit un produit de deux cycles disjoints de longuet 2. Dans le premier cas, posons
σ = (1, 2, 3, 4, 5). Soit c = (1, 3, 2). Alors cσc−1σ−1 ∈ H car H est un sous-groupe normal. Or ceci est égal
au cycle (1, 3, 4) de longueur 3. Ce qui est contraire à l’hypothèse. Si σ = (1, 2)(3, 4), posons c = (1, 2)(3, 5).
dans ce cas cσc−1σ−1 ∈ H et est égal à (3, 5, 4) qui est aussi un cycle de longueur 3, ce qui est aussi
impossible. Ainsi H = A5 et A5 est un groupe simple.


