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Nous allons nous intéresser ici a la géométrie vectorielle et euclidienne du plan et de
I’espace.

Rappelons que la base canonique de R? est une base orthonormée de R?. De plus on a
det M{61762}(€1, 62) =1.

Soit une base orthonormée B = {v1,v3} de R? On dira que la base B’ est une base
orthonormée directe de R? si det My, (,}(v1,v2) = 1 et que B’ est une base orthonormée
indirecte si det My, c,}(v1,v2) = —1.

On peut faire de méme dans R? : la base canonique B = {ey, €9, €3} vérifie en plus d’étre
une base orthonormée : det Mg(eq, e, e3) = 1.

Soit une base orthonormée B’ = {vy,vy,v3} de R3. On dira que la base B’ est une base
orthonormée directe de R? si det Mg (vy,ve,v3) = 1 et la base B’ est une base ortho-
normée indirecte si det Mg (vy,v9,v3) = —1.
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1. LE PLAN EUCLIDIEN

On considére le plan euclidien R? muni de son produit scalaire canonique : si ? = (21, 22)
et 7 = (y1,y2) sont deux vecteurs du plan, le produit scalaire est

? : ? = 211 + T2Y2

et la base canonique {&1, € } est une base orthonormée (directe).

1.1. Interprétation géométrique du déterminant. Considérons deux vecteurs )7 et 7

de R?. La matrice associée a ce couple de vecteurs est la matrice M = M atg(?, 7) obtenue
en mettant en colonne les composantes de ces vecteurs :

M = Mats(X,Y) = @; Z;) .

Par définition, le déterminant de cette matrice est le scalaire
det M = x1ys — 22y,

Nous savons, depuis le cours de premiere année, que la famille {Y, ?} est une base de R?
si et seulement si le déterminant det M est non nul. Nous allons retrouver ce résultat dans
I'interprétation géométrique de ce déterminant.

Considérons le plan euclidien, sa base canonique, et les deux vecteurs ? et ? représentés
classiquement par le graphe de la Figure 1.

Considérons le parallélogramme dont deux c6tés consécutifs sont supportés par les vecteurs
donnés. Son aire est égale & AB x CI. Si 7 est le vecteur Z = (—ys,y1), alors

Y. 7 -0 dtM=X-2.
Mais X - Z = [|X|| [| Z]| cos(X, Z). Comme
cos(?, ?) = cos((?, 7) +7/2) = — sin(?, 7),

det M = —||X|| ||Y||sin(X, Y)

nous obtenons

et donc
|det M| = AB x CD x |sin(X, Y)| = AB x CI.
Ainsi

Proposition 1. Le déterminant de deux vecteurs exprimés dans une base orthonormée est
égal, en valeur absolue, a l'aire du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs.

1.2. Projection orthogonale. Soit D une droite vectorielle du plan R?, c’est-a-dire un
sous-espace vectoriel de dimension 1. Si v o= (a,b) en est une base, 'équation linéaire
définissant cette droite s’obtient en écrivant que tout vecteur ? de D est colinéaire & ] :

= \7j soit (x1,22) = A(a,b). Ainsi, nous avons un systéeme d’ équations paramétriques

de D :
T = \a
1'2:)\[)
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FI1GURE 1. Parallélogramme construit sur deux vecteurs.

Une équation linéaire s’obtient en éliminant le parametre A\ entre ces deux équations : Sup-
posons a # 0. Alors A\ = z;a~! d’ott 25 = 21071 et donc

a tbr; — 19 =0
ou bien, apres multiplication par a
bri — axe = 0.

Cette équation cartésienne de D s’interprete donc en disant que tout vecteur ? = (x1,x9)
de D est orthogonal au vecteur 5 = (b, —a) qui est une base de D*. Si a = 0, alors une
équation de D se résume a x; = 0. Revenons au cas a # 0. D’apres le calcul que nous venons

de faire, une équation cartésienne de la droite D+ orthogonale a la droite D est
ary + bxs = 0.

Une base est donnée par le vecteur v3 = (b, —a). Soit )_(> € R2. Déterminons le projeté
orthogonal de ? sur D. Pour cela nous devons calculer les composantes z, x5, de )_(> relative
a la base {0, 13}

X = 207 + xhvs = (ax, 4 bxl) el + (b, — azh)es = x1e + xoe3.



Ainsi
1 = ax)| + bl
To = bx| — axl
ce qui implique
a b
a? ?)L ZhE * a? + 2
a

A
xl_

/

Ty = T — 9.
a1 a? + b2

Nous en déduisons que le projeté orthogonal de Y sur D, qui est le vecteur x&vﬁ, a pour
composante dans la base canonique

a b
pD($1,LE2) - <a2 +b2x1 + (12 +b2x2> (CL, b)
On retrouve aussi

~ (w1,29) - (a,)) _ a b
pp(x1,10) = EDIE (a,b) = a2+b2x1+ PEEWTES (a,b)
puisque dans la base orthonormée
— <a7 b) — (b7 —CL) } {% (CL, b) — (b7 —CL) }
U] = ——=, Uy = —————— o = = ——=u
{ SRR [CEITE i

un vecteur X = (x,y) s’écrit

= a2 B2 ((l, ) + a2 + b2 (b? CL)
et ?
-(a,b) x1a + T2
po(X) =~ e (@ h) = ;2+b22 (a,)
On a aussi )_(}
- (b,—a) 11b — 290
pDi(?) = W(@ —a) = W(b’ —a)

1.3. Isométries vectorielles de R?. Une isométrie du plan euclidien R? est un endomor-

phisme vérifiant
fX) () =X.¥

pour fous 7 et 7 de R?. En particulier une isométrie transforme une base orthonormée en
une autre base orthonormée, ce qui implique qu’une isométrie est bijective. Soit {e—f, e_2>} la
base canonique. Elle est orthonormée. Nous en déduisons que la famille {f(e7), f(e3)} est
une base orthonormée de R?. Posons

f(e]) = ael +bes, f(e3) = cel + des.

La matrice de f relative a la base canonique est donc

i)
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Comme {f(€7), f(€)} est une base orthonormée, nous en déduisons le systéme algébrique

a?+bv =1
cA+d: =1
ac+bd = 0.

Comme a? + b*> = 1, nous pouvons poser
a = cosf, b=sinf.

La troisiéme relation s’écrit alors c cos 8-+dsin § = 0 et de la deuxiéme relation nous déduisons
qu’il existe A = %1 tel que
c= —Asinf, d = Acos#.

(1) Prenons A = 1. La matrice de lisométrie f relative & la base canonique est

donc
cosf@ —sinf
sinff cosf

et f est donc une rotation vectorielle (de centre le point O) et d’angle 6.

(2) Prenons A = —1. La matrice de l’isométrie f relative a la base canonique est

donc
cosf sinf
sinff —cosf
et f est donc une symétrie orthogonale d’axe la droite vectorielle D ayant

pour base le vecteur
y 0 0
E— I 1 _—
vy = (cos 2,sm 2) .

On a bien

cost)  sinf cos§ cochos§+sinﬁsin§ - COS§
sinf —cosf ng sinfcos & —cosfsinf ) \sing

d’ ou f(vl) = 7. Soit vy = Slng — COoS 2) Alors on a v - 73 = 0 donc {vl, vg} est une

base orthogonale et puisque ||vf]| = 1 = ||v3]| cette base est orthonormée. On a aussi
cosf) sinf sin ) cos@smg—smﬁcosg _ (—sint
sinff —cosf) \—cos?)  \sin@sing +cosfcoss) \ cos?

d‘ont f(v3) = —13. La matrice de f dans la base B' = {07, 03} est donc

M/ = MatB/(f) = <é _01> .

Proposition 2. Toute isométrie (vectorielle) du plan euclidien R? est soit une rotation de
centre O, soit une symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle.

Reconnaitre une isométrie de R2.

Etant donnée la matrice M = Mg = <b d

> d’un endomorphisme f de R? dans la base

canonique de R2, il faut pouvoir

(1) déterminer si f est une isométrie : pour cela il suffit de calculer "M M pour M = My
Si*tMM = Id alors f est une isométrie. Si ‘MM # Id alors f n’est pas une isométrie.



(2) Si f est une isométrie, quel type d’isométrie est-ce, c’est-a-dire une rotation (et on
déterminera alors I’angle #) ou bien une symétrie orthogonale (et on détermine alors
l'axe).

(a) Si det M = 1 alors f est une rotation d’angle 6 que l'on trouve a partir de la
connaissance de cos = a et sin# = b. (dans R? on peut directement "lire" le cosinus
et le sinus de @ dans M ; ce ne sera pas le cas dans R?).

(b) Si det M = —1 alors f est une symétrie orthogonale d’axe D = Vectg{vi}. On
peut trouver un vecteur v; qui convient en déterminant les vecteurs v € R? tel que
f(v)=v.0naD={veR? f(v)=0v}=Vectg{t7} avec ||t1]| = 1. On en déduit

DL = Vectg{v; = (—sin g cos )}

2. LA GEOMETRIE EUCLIDIENNE DE R3

2.1. Vecteur normal a un plan, produit vectoriel dans R3. Nous pouvons toujours
ramener la définition d'un plan vectoriel de R? comme le sous-espace vectoriel constitué des

éléments ? = (z1, T, 3) de R3 vérifiant une équation linéaire

axri + bxrs = caxs =0,
avec (a,b,c) # 0. Cette équation n’est unique qu’a un coefficient multiplicatif pres. Consi-
dérons le vecteur X = (a, b, c) défini par cette équation. Alors I’équation linéaire n’est rien

d’autre que
X . A=o

Les éléments du flan vectoriel apparaissent comme les vecteurs de R? orthogonaux au vecteur

. Ce vecteur A s’appelle un vecteur normal du plan, tout autre vecteur normal s’écrit A

avec A # 0.

Détermination d’un vecteur normal & un plan : le produit vectoriel. Supposons
que nous connaissions une base {7 = (z1,m9,23), Y = (y1,¥2,y3)} du plan vectoriel P. Un

vecteur normal a ce plan vectoriel P est orthogonal a 7 et a Y . Considérons le vecteur Z
de composante (Toys — T3Ya, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2y1). On vérifie aisément que

X -A=07V - A=0
Vérifions uniquement la premiere identité :
X-A-= (22ys — w3y2)21 + (T3y1 — T1y3)T2 + (21Y2 — X2y1)23 = 0.
Ainsi ce vecteur X est un vecteur normal au plan de base {?, ?}

Définition 1. Soient ? = (xl,xQ,xg),7 = (y1,¥y2,y3) deux vecteurs de R3. Le produit

vectoriel de ces deux vecteurs, noté Y A 7 est le vecteur de composantes
? A 7 = (72y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1).
Nous avons démontré ci-dessus la propriété suivante

Proposition 3. Si les vecteurs ? = (21, x2, T3), 7 = (Y1, Y2,y3) sont linéairement indépen-

dants, alors X} A 7 est orthogonal au plan engendré par ? et Y. C’est donc un vecteur
normal a de ce plan.
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Nous en déduisons aussi

Corollaire 1. Les deux vecteurs Y :cl,mg,mg), 7 = (y1,Y2,y3) sont linéairement indé-
pendants si et seulement si ? A ? #* O

Démonstration. En effet, si 7 = /\Y7 alors si nous calculons ? A 7 nous trouvons bien le
vecteur nul.

Lemme 1. Pour tout ? et 7 dans R3, on a
IXAY P = XPIY )P - (X-Y)
Démonstration. En effet
H? A ?HQ = (ways — x3y2)? + (z3y1 — 11y3)* + (21y2 — T2y1)?
= 23y; + 23Y5 + 13y7 + 2Tys + 27ys + v3yd
—2(z2y23ys + T1Y123Y3 + T1Y1T2Y2)
On a aussi
XY= (X V)2 = (a2 + a3+ ad) (2 + 93 + 92) — ady? — 2yl — a3
—2(2111%2Y2 + T1Y1T3Y3 + T2Y2T3Ys3)
= 23y +3) + 23(y7 +u3) + 23(y7 + 13)
—2(z1y122Y2 + X191 2T3Y3 + T2Y2L3Y3)
d’ou I’égalité
IXAY P = XPIY )P - (X-Y)
Nous en déduisons
XAV | (X-Y2
RATE IXEYIE

(? : ?>2 = cos? 0
XY

ou 0 est 'angle (Y, 7) Ainsi

XAY|?
H?%L—l—COSQQ—SiHQQ.
XY 2

On en déduit

Proposition 4. Soient ? et 7 deux vecteurs de R3. alors
X A = (XY | sine |

ot 0 est l'angle (?, ?)



Sur la base canonique, le produit vectoriel se comporte ainsi :

_>
aneg =0, eANe3=e5 elhes=—e3,
_>
GANe =-¢, eNea=0, eAe=r¢,
_)
GANel =3, eNes=—ei, esAes=0.

Nous en déduisons les propriétés algébriques du produit vectoriel :

pour tout Y,?,?GR?’

(1) XAY =Y AKX,

2) XA (aY +bZ2)=aX AY +bX A Z,

(3) (?/\7)/\7+(7/\7)/\7+(7/\?)A7:ﬁ.

La derniere identité montre que le produit vectoriel n’est pas une opération associative.

2.2. Le déterminant et le produit vectoriel. Rappelons que si

11 Gi12 Aa13
A= Q21 Q22 A3
a31 azz2 Aa33

son déterminant se calcule, par exemple, a 'aide de la regle de Sarrus

det A = ai1a22a33 + a12023031 + a2103201 3
—@1,3G02,203,1 — (2,1G03,201,3 — A1 2023031

et nous savons que A est inversible si et seulement si det A # 0. Dans ce cas, I'inverse de la
matrice A est la matrice

1 A1,1 —A2,1 A3,1
= —A1,2 A2,2 —A3,2
det A 4 Ay, Ay,

)

-1

(attention a 'ordre des indices) ot A; ; est le dineur du coefficients a; ; obtenu en considérant
la sous-matrice d’ordre 2 de A obtenue en enlevant la ligne et la colonne contenant a; ; puis
en calculant le déterminant de cette matrice d’ordre 2. Nous allons donner, comme dans le
paragraphe précédent, une interprétation géométrique de ce déterminant.

Considérons trois vecteurs de R? :
7 = (371,9527353)7 ? = (3/1729273/3)7 ? = (21,2’2723)

de R3. La matrice de ces trois vecteurs est obtenue en mettant en colonne les composantes
de ces trois vecteurs :

T Y1 2
M = Ty Yz 22
T3 Yz Zz3

Proposition 5. Le déterminant de la matrice des trois vecteurs ? = (z1, %2, T3), 7 =

(y1,Y2,Y3), ? = (21, 22, 23) ne dépend pas de la base orthonormée de R® choisie et est égal,
en valeur absolue, au volume du parallélépipéde supporté par ces trois vecteurs.
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Démonstration. Considérons une deuxiéme base orthonormée {v_1>, 0, v_g} de R3. La matrice
de passage de la base canonique a cette nouvelle base correspond, par définition, a la matrice
des trois vecteurs formant cette nouvelle base. Or nous avons vu qu’'une telle matrice de
passage d’une base orthonormée a une autre est une matrice orthogonale, c’est-a-dire, si
nous notons par P cette matrice, elle vérifie

pPl="1p
Exprimons les trois vecteurs donnés {?, ?, 7} dans la nouvelle base :

X = o 0] + 2,05 + 405
— — —

= Y101 + YU + Y303
— — —

= Z\v] + 2hvs + 2403

Ainsi la matrice M’ de ces trois vecteurs exprimés dans la nouvelle base est

/ / !

Ty Y 2

r_ / / /
M =125 yy 24
/ / /

T3 Yz Z3

Le lien entre les matrices M et M’ est donné dans la relation fondamentale, vue en premiére
année mais que nous reprendrons au dernier chapitre :

M =P 'MP.
Comme le déterminant d’un produit de deux matrices carrées d’ordre n est le produit des
déterminants (ce qui est faux pour la somme), nous en déduisons :
det M’ = det P~" det M det P.
Or det P~! = (det P)™!, et ceci implique
det M’ = det M.

Notons que pour obtenir cette relation, nous n’avons pas utilisé le fait que la nouvelle base soit
orthonormée. L'importance de cette hypothese va apparaitre dans ce qui suit. Le déterminant
de M est

det M = T1Y2Z3 + Y122T3 + TolYsz1 — ZYaX3 — 23Y3T1 — Y1T223.
Nous pouvons I’écrire comme un produit scalaire :
det M = 21 (22y3 — x3y2) + 22(T3y1 — T1y3) + 23(T1Y2 — 2y3).
Rappelons que
XY = (T2y3 — T3Y2, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y3).

det M = (X AY)-Z.

Notons que pour les mémes raisons, nous aurons aussi
det M =(ZAX) Y=Y AZ) X.

On prétera attention a 'ordre d’écriture des vecteurs.

Alors

Comparons ce produit scalaire avec I'aire du parallélépipede supporté par les trois vec-
teurs donnés, que nous supposons indépendants, sinon le parallélépipede serait un peu plat.
Rappelons que le volume est égal au produit d’une base par la hauteur issue de cette base.

Commencons par calculer 'aire de la base définie par les vecteurs X et 7 Ces deux vecteurs
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déterminent un plan P. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, nous
en déduisons que les vecteurs 7 et ?1 = ? — fﬁ? forment une base orthogonale de P.

X n

Considérons donc la base orthonormée {—}rl, W} Les composantes des vecteurs 7 et 7
1

relatives a cette base sont respectivement (|| X|[,0) et (X - ?, |Y1]]). D’apres le paragraphe

précédent, l'aire du parallélogramme définie par les vecteurs X et Y est le déterminant de
la matrice
X X-¥
oYl

. N 2 _ 2 _ XyY)? | XY _ s, XY)?
et done égale & || X |L[1|| et [IVI[[2 = IV|]2 — 200" + G202 = |[V]2 + G si A

désigne l'aire de ce parallélogramme, alors
A= XTI - (X V)2

La hauteur issue de cette base correspond en valeur absolue au produit scalaire de 7 avec
le vecteur unitaire orthogonal au plan. Si nous notons par h cette hauteur, nous avons donc

(o ?)

ce qui donne comme volume du parallélépipede :

V2= (IXIP IYIP - (X V) (%2—%7)

et comme HY A 7H2 = H7H2|]7H2 - (7 -Y)?, nous obtenons
V2= (X AY)- Z)? = (det M)?

d’ou la proposition.

2.3. Le produit mixte dans R3.

Définition 2. On appelle produit mizte de trois vecteurs Y, 7 et 7 de R3, le nombre

X (YD)
L’expression analytique de ce produit mixte est
X- (? A ?) = 21(Ya23 — Y322) + T2(Ysz1 — Y123) + T3(Y122 — Y221).
On en déduit immédiatement

X - YAZ)=(XrY) Z.

De plus, d’apres les résultats du paragraphe précédent, le produit mixte est égal au déter-

minant de la matrice des trois vecteurs (X, Y, Z). Il est donc égal en valeur absolue au
volume du parallélépipede supporté par les trois vecteurs.
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3. LES ISOMETRIES VECTORIELLES DE R3

Rappelons qu'une isométrie de R? est un endomorphisme vérifiant
X V)=X¢Y

pout tout ? et 7 dans R3. Un tel endomorphisme est bijectif et sa matrice relative a une
base orthonormée est orthogonale, c’est-a-dire vérifie

At =tA
En particulier, le déterminant de A vaut 1 ou —1.

Nous dirons que l'isométrie est directe si det A = 1. Sinon nous dirons qu’elle est indirecte
(det A = —1). . Notons que ces définitions ne dépendent pas de la base orthonormée choisie,
car si A" est la matrice de la méme isométrie mais relative & une autre base orthonormée,
alors

A =PAP
ou P est la matrice de changement de bases et donc
det A’ = det P~ det Adet P = det A.

Le but de ce paragraphe est de déterminer la nature de ces transformations de ’espace. Nous
avons vu dans les chapitres précédents, que les symétries par rapport a un plan étaient des
isométries. Est-ce que il en existe d'une autre nature ? En dimension 2, nous avons caractérisé
toutes les isométries par un calcul algébrique. En dimension 3, nous ne pouvons pas trop
compter sur une telle approche. En effet si

ap b
A= (05} b2 Co
az bs c3

est une matrice orthogonale, la relation ‘AA = Id est équivalente au systéme algébrique
a? +a3+a:=1,

bi + 03 +03=1,

A+c+cd=1,

Clel + a/2b2 + CL3b3 = 0,

a1C1 + QA9Cy + azCy = O,

b101 + bQCQ + 6363 = 0,

et nous sommes bien démunis pour résoudre de tels systemes algébriques. Nous allons donc
utiliser une toute autre approche plus liée au calcul matriciel : 'idée est de caractériser une
isométrie en déterminant une base orthonormée "adaptée" a cette isométrie dans laquelle
la matrice s’exprimera simplement. Nous ’avons vu pour une symétrie par rapport a un
hyperplan, en utilisant une base orthonormée qui est obtenue en complétant une base de
I'hyperplan, la matrice de I'isométrie n’avait que des éléments (des 1 et des —1) sur sa dia-
gonale. C’est cette approche que nous allons utiliser. Pour commencer, nous allons regarder
s’il existe des sous-espaces invariants :

Définition 3. Un sous-espace vectoriel propre F de R3, c’est-a-dire une droite (dimension
1) ou un plan (dimension 2) est dit invariant par un endomorphisme f de R3 si f(F) C F,
autrement dit st

VX € F, f(?) e F.
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Supposons a présent que f soit une isométrie de R3. Soit F' un sous-espace propre de R3.
Son orthogonal lui est supplémentaire :

Fo Ft=R3

Proposition 6. Soit f une isométrie de R3. Si ' est un sous-espace propre invariant par
F, alors son orthogonal F* est aussi invariant par f.

Démonstration. Nous devons montrer que pour tout 7 € F+, le vecteur f (7) est aussi un

vecteur de F*. Soit donc un vecteur quelconque ? € F et montrons que Z - f(Y) = 0.
Comme l'isométrie f est bijective et comme F' est invariant par f, la restriction de f a F
est un isomorphisme de F. II existe donc un vecteur X € F tel que Z = f(X). Ainsi

Z-5¥)=1X)- 1) =X .Y =0
car X € Fet ¥ € FL. Ainsi Z - f(?) = 0 pour tout vecteur de F' et donc f(?) e .

Lemme 2. Soit g un endomorphisme de R3. Alors il existe un sous-espace de dimension 1
invariant pour g.

Démonstration. En fait ce résultat, ici intermédiaire, sera généralisé et commenté dans le
chapitre suivant concernant I’étude des endomorphismes de R™. Soit F' un sous-espace vec-

toriel de dimension 1 et soit 7 un vecteur non nul de F'. Si F' est un sous-espace invariant,
comme il est de dimension 1, alors il existe A € R tel que

F(X) = AX.

%
Cette équation s’écrit aussi f (Y) —AX = 0 ou encore
(f = Md)(X) =0
ou Id désigne I'application identique de R3. Nous en déduisons que Y est un vecteur du

noyau de l'application linéaire f — AId. Comme /X X est supposé non nul par hypothese,

ce noyau n’est pas réduit a { 0 }. L’application f n’est donc pas injective, elle n’est donc
pas bijective. Or nous savons qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel est bijectif si et
seulement si le déterminant de n’importe quelle matrice de cet endomorphisme est nul. Ainsi

det(f — Ad) = 0.

Calculons ce déterminant. Supposons que la matrice de f dans la base canonique (ou une
autre) soit

aq b1 C1
M = a9 bg Co
as by c3
Alors
aq b1 C1 A0 O CL1—>\ b1 C1
M — M\ld= (45} bQ Co | — 0 XN 0] = (45} b2—>\ Co
as b3 C3 0 0 X as b3 03—/\
Ainsi

det(M — /\Id) = ((11 — )\) (bg — /\)(63 — /\) + b102a3 + (lngCQ
—Clag(bg — )\) — b1a2(03 — /\) — 0263(a1 — )\)
= —>\3 + )\2(CL1 + bz + 63) - )\((bgCg — Cgbg)
+(a103 — a361) + (a1b2 — azbl)) + det M.
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Ainsi I'équation det(M — AId) = 0 est une équation polynomiale de degré 3 et toute équation
polynomiale de degré impair a toujours une racine. Ainsi il existe toujours A € R tel que
I'endomorphisme (f — AId) ait un noyau non nul. D’ott le lemme.

Proposition 7. Soit f une isométrie de R3. Il existe une droite vectorielle D invariante par
f et si P =D, alors P est aussi invariant par f.

En conséquence, si {07, 03, 05} est une base orthonormée de R? telle que {v7} soit une
base de D et {'0_2), v—g} une base de P = D+, alors la matrice de f relative & cette base, comme
D et P sont invariants par f, est de la forme

A0 O
M1 =10 Uy U2
0 us uy

Cette matrice étant orthogonale, nous en déduisons que A = +1 et que la matrice
Uy U2
U3 Uy

Théoréme 1. Soit f une isométrie de R3. Il existe une base orthonormée de R® dans laquelle
la matrice de f est de la forme

est une matrice orthogonale dans R2.

+1 0 0
0 cosf —sinb
0 sinf cos@

ou de la forme
+1 0 0
0 cosf siné
0 sinf —cosé

Quelles sont les transformations associées a ces matrices ? Soit {U_1>, v3, v_§} la base ortho-
normée dans laquelle la matrice M de l'isométrie f est 'une des matrices ci-dessus. Notons
par D la droite vectorielle de base u1 et par P le plan vectoriel de base {v—g,v_g,)} qui est
I'orthogonal de D : P = D+.

(1) Considérons le cas ou M est la matrice

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Le déterminant de cette matrice vaut 1, ¢’est une isométrie directe et cette isométrie est
une rotation. La droite vectorielle D de base 7 est invariante, de plus la restriction de
Pisométrie sur cette droite est lidentité. Le plan P de base {v3, 05} est aussi invariant
par lisométrie f. Sa restriction a P est, d’apres le paragraphe précédent, une rotation
d’angle 6. Ainsi, dans ce cas, I'isométrie f est une rotation d’axe D et d’angle 6.

Notons que nous pouvons décomposer cette isométrie ainsi :

f()_(>) = (cos Q)X2 + (1 — cos 9)(? - 07) 01 + sin 07 A X.
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Ceci provient de I’égalité matricielle

1 0 0 cos 0 0 1—cosf 0 0O 0 0 0
0 cosf —sinf | = 0 cosf O |+ 0 0 0l+]0 O —sinf
0 sinf cosé 0 0 cosf 0 0 0 0 sinf 0
et de I'interprétation de ces matrices :
1 0 0 100 00 O
0 cosf —sinf| =cosf Ids+ (1 —cosf) [0 O Of+sinf |0 0 —1
0 sinf cosf 000 01 0
qui est la matrice de f = cos@ Ids+ (1 —cosf)g + sin Oh dans la base {v], 01,71} ol g

V1,V 17O
et h sont les endomorphismes de R? définis par g(7') = (7 - v1)01 et h(V) = 0] A V.

La matrice M est

1 0 0
0 cosf sinf
0 sinf —cosf

Le déterminant vaut aussi —1, c¢’est une isométrie indirecte. La restriction de I'isométrie
a la droite vectorielle D est Id. Le plan P est invariant par f et sa restriction a P est

une symétrie orthogonale d’axe le vecteur v_4> = COoS iv_g + sin 553} Ainsi le plan P,

engendré par les vecteurs indépendants U1 et vj est invariant par cette isométrie qui en
restriction a ce plan est I'identité. Nous en déduisons que f est une symétrie orthogonale
par rapport au plan P;.

Si la matrice M est

-1 0 0
0 cosf —sind
0 sinf cos@

Son déterminant vaut —1, I'isométrie f est indirecte. Mais la matrice M peut s’écrire
comme le produit

-1 00 1 0 0
M=]10 1 0|-]10 cosf —sinf
0 0 1 0 sinf@ cosd

La premiere matrice représente une symétrie orthogonale par rapport au plan P. La
deuxieme matrice est celle d’une rotation. Ainsi I'isométrie f est ici le composé d’une
symétrie orthogonale et d'une rotation.

Notons que nous pouvons décomposer cette isométrie ainsi :

f(?) = (6039)7 +(—1- cos&)(? - 07) 07 +sin g A X,

(4) La matrice M est

-1 0 0
0 cosf sinf
0 sinf —cosf
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Le déterminant vaut —1 et ’isométrie est indirecte. ici aussi la matrice M s’écrit comme
un produit

-1 0 0 1 0 0

M=10 1 0|-10 cosf sinf
0 01 0 sinf —cos@

et I'isométrie est la composée de deux symétries orthogonales.

Nous en déduisons

Théoréme 2. Soit f une isométrie vectorielle de R®. Alors f est soit une rotation (de centre
0), soit une symétrie orthogonale par rapport a un plan vectoriel, soit une composée de ces
deuz types d’isométries.

Par exemple, la symétrie centrale qui s’écrit f (?) = —7 a pour matrice —I/d dans la base
canonique. Cette matrice est le produit

-1 0 0 -1 0 0 1 0 O
M=10 -1 0|=]10 120].]0 -1 0
0 0 -1 0 01 0 0 -1

la premiere matrice du produit représente une symétrie orthogonale par rapport au plan
ayant pour base {e_g, e_3>} et la deuxiéme matrice une rotation d’axe la droite portée par le
vecteur € et d’angle 6 = 7.

Ainsi dans R3, il existe une base orthonormée directe {vy,vs,v3} telle que la matrice de
I'isométrie f dans cette base soit une des matrices suivantes : (matrices de déterminant 1)

1 00
1. 10 1 0 Trace =3 f=1d

0 01

1 0 0
2.10 =1 0 Trace = —1 Sp

0 0 -1

symetrie orthogonale/ . i. p_veesy (o1}
P = V@CtR{Ug, Ug} = DJ'
Trouver D

1 0 0
3. 10 cosf —sinf | | Trace =1+ 2cosb, f=rpg

0 sinf cosf

0 # km rotation d’axe D = Vectg{v;} et d’angle 6
Trouver D et 0
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Matrices de déterminant -1

-1 0 0
4. 10 -1 0 Trace = —3 f=-1d
0o 0 -1
1 0 0
5.10 1 0 Trace =1 Sp
0 0 —1
symetrie orthogonale par
rapport au plan vectoriel
P = Vectg{vy, v}
Trouver P
-1 0 0
6. 0 cosf —sinf| = Trace = —1 4+ 2cos6 f=sporpy
0 sin€ cosf
-1 00 1 0 0
0 1 0]-]0 cosf —sinf 0 # kn avec D = Vectg{v, }
0 0 1 0 sinf cosé
P =Dt = Vectr{vy, v3}
Trouver D et § ( P =Dt)

Un des exercices qu’il faut bien maitriser est celui de reconnaitre, lorsqu’une isométrie est
donnée par sa matrice dans la base canonique (ou une autre), de quel type de transformation
il s’agit.

Quand on nous donne la matrice M de f un endomorphisme dans la base canonique
B = {e1, €2, €3} comment savoir si ¢’est la matrice d'une isométrie et si c’est le cas comment
déterminer dans quel cas nous sommes i.e a laquelle de ces 6 matrices la matrice M est
semblable (existe-t-il une base B’ = {vy, va, v3} telle que la matrice de f dans la base B’ soit
une des 6 matrices) 7

(1) On calcule “MM : si *MM # Id, 'endomorphisme f n’est pas une isométrie et on
s’arréte 1. si 'M M = Id, I’endomorphisme f est une isométrie et il faut trouver laquelle
( avec ses éléments caractéristiques).

(2) On calcule det M et TraceM : en effet ces deux nombre ne dépendent pas de
la base choisie pour écrire la matrice de f. Cela suffit a savoir ce qu’est f.

(3) On détermine les éléments caractéristiques de f :
a) pour lescas 1 (f =1d) et 4 (f = —Id) il n’y a rien a faire.
(a) p y

(b) pour le cas 2. On cherche les vecteurs v tq f(v) =v. On a D = {f(v) =
v; v € R¥} = Vectg{v,} (avec un vecteur v; unitaire) et on prend v, unitaire
tq ve - v; = 0 puis v3 = v; A vy (il sera alors unitaire et {v;,vs,v3} sera une
base orthonormée).

(c) pour le cas 3. On cherche les vecteurs v tq f(v) =v. OnaD = {f(v) =v; v €
R3} = Vectg{v:} (avec un vecteur v, unitaire). D est ’axe de la rotation.
Pour ’angle 6, on sait que Trace(M) = 14 2cos 6 donc on trouve 6. 11 suffit
alors de trouver le sinus de # pour pouvoir déterminer 0 detg(vy, vo, f(v2)) =
detp (vy, v, f(vg)) = sind.
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(d) pour le cas 5. On cherche les vecteurs v tq f(v) =v.OnaP ={f(v) =v; v €
R3} = Vectg{vi,v2} (avec des vecteurs v; et v, unitaires orthogonaux) et
on prend v = vy A v.

(e) pour le cas 6. On cherche les vecteurs v tq f(v) = —v. On a D = {f(v) =
v; v € R’} = Vectg{v;} (avec un vecteur v; unitaire). D est I’axe de la
rotation. Pour l’angle 6, on sait que Trace(M) —1 + 2cos 6 donc on
trouve 6. Il suffit alors de trouver le sinus de ¢ pour pouvoir déterminer

0. detp(vy,ve, f(v2)) = detp (v1,va, f(ve)) = sinf c’est-a-dire

vy v f(v2) vy v2 f(v2)
€1 10 0 (O
det e = det 01 cosf| vy — sinf
es 0 0 sinf) wvs

Autre possibilité on utilise
f(?) = (cos 0)? + (=1 —cos 9)(? )01 + sin 077 A X.

en prenant un Y bien choisi (par exemple un des Ef)

Premier exemple

-2 =2 1
Soit f I’endomorphisme de R3 de matrice M = % 1 —2 —2| dans la base canonique
-2 1 =2
B={el e, e}
On vérifie que
1 -2 =2 1 -2 -2 1
tMM=>-11 -2 =2|=|1 -2 —2|=1Ids
3l 1 —2) 3 2 1 2
donc f est une isométrie de R3. De plus
1\* -2 =2 -2 1 -2 1 1
detM = (3) <—2 1 _2—1 . 9 -2 o o= (27)(—12—3—12):—1
donc M est semblable a
-1 0 0 10 0 -1 0 0
0 -1 0 o 01 0 0 cosf —sind
0 0 -1/ ™ \oo —-1) °" \0 sinf cosd
Trace = —3 Trace =1 Trace = —1+ 2cos0,0 # kn
Or 2 2 9
race (3 + 3 + 3>
donc
TraceM = —2 = —1 + 2cost
-1 0 0
et M semblable a | 0 cosf) —sinf [. C'est donc une symétrie-rotation, c’est-a- dire la
0 sinf cosf

composée d'une rotation d’axe D et d’angle 0 et d’une symétrie orthogonale par rapport au
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plan P = D+ et il faut donc déterminer D et §. Pour trouver D on cherche les (z,vy, 2) € R?
tels que f(z,y,2) = —(x,y,2). On a

T T T 0 1 1 -2 1 T 0
flzyy,2)=—(x,y,z) M|y |=—|y |=M+I1d3)|y|=[0|e=| 1 1 =2]|ly]|=]|0
P P 2] \o) 3\—2 1 1/J\:) \o
r—2y+2=0 r—=2y+z=0 _
sl r+y—2:=0 & 3y —32=0 @{zjz .
—2r+y+z2=0 —3y+32=0 —Y

Donc D = {(z,y,2) € R3; f(x,y,2) = —(v,y,2)} = {(z,7,7);2 € R} = Vectr{(1,1,1)} ou

bien encore

1
D = Vectg{v; = %(1, 1,1)}

(pour que ||v1|| = 1). Il faut maintenant déterminer @ : on sait déja que —2 = —1 + 2cosf
d‘otl cosh = —%. De plus prenons un v, orthogonal a vy et ||vs|| = 1, par exemple
1
Uy = (L 07 _1)

V2
(le vecteur (1,0,—1) est bien orthogonal a v; puisque vy - (1,0,—1) = 0 et ||(1,0,—1)|| =
VI+1=+/2 donc vy, = %(1, 0,—1) est bien unitaire et orthogonal a vy).

On a alors
1

V2
M’UQ = ﬁ
0
donc
1{1 71}2 f(i)Q) V1 Vg f(UQ)
det ﬁ ? _f U= et (1] (1) 00 U1 = sind
/3 V2 €9 CQS (%)
% —% 0 es 0 0 sinf) wv3=1v Auvy
1 1 1 1 1 /1 3 3
- 50D 5+ o) -2
V3 2) V3 2/ /3\2 2v3 2
Comme cost) = —% et sinf = ?, I’angle 0 = 2?”
Finalement f est une symétrie-rotation d’axe D = Vectg{v;} et d’angle 6 = 2%
Remarques.
(1) On a
P =D = Vects | Ny = (— 2
= = Vectg{va,v3 =01 N9 = (———=, —=, ——=
RV2, V3 = V1 A U2 NGV
(on peut constater que 'on a bien v - v = 0 = v3 - v9 et ||vg]| = 1). De plus la matrice

de f dans la base (orthonormée directe) B’ = {vy,v9, v3 = v1 A vz} est la matrice

M =P 'MP
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U1 V2 (%]
I .
V3 V2 V6| €1
avec P = | 1 0 2 . Comme la matrice de changement de base d'une
V3 Vo | ©2
1 1
vi v Y/ e
base orthogonale a une base orthogonale est une matrice orthogonale, c’est a dire que
€1 €9 €3
I
tPP=1Idsona P'= 'P.Donc P! = V3 \65 V3l " On aalors
V2 V| 2
_1 2 0 VU3
V6 V6
f(ur) f(v2) f(us)
-1 0 0 v
M/ — 1 \/g 1
0 ng —? (%)
0 %5 -3/ %
(2) En utilisant
f(?) = (cos 9)} + (=1 — cos 0)(7 - 01) U] + sin 6] A X
-2 =2 1 1 -2
enprenantun?:elonaM:% 1 -2 =2|(0]l=%|1|don
-2 1 =2 0 —2
fler) = —261 + 162 — 263 d’une part et
flen) = =3er = 3 ((1,0,0) - (Z5, 25, 25)) (F5 25 25) + sinbl( 5. 50 25) A (1,0,0)
=—1e - ﬁ(%, %, %) + sinb(0, %, — ) = —3e1— (5, 6, ¢) + sind(0, %, —%)
:< % _7+sin9 _%_s\z}%@
d’ot (sur e;1) fracl2 + 5\1}39 2 & sind = %2
(si on avait pris X = e, flea) = 3(2,—1,-2) et
1

flea) = —des = 5((0,1,0) - (Z5, F5. F5)) (L5 Z5o 25) + sinf( L5, Z5, 5) A (0,1,0)

=—ley— #(% %, 75) + sinb(— 2,0, )
d'on —} = 5\’/’%9 ;& 5\1}9 2 & sing = ?

(3) Si on prend comme vecteur directeur de 'axe D le vecteur (1,1,1) et (1,0,—1) un
vecteur orthogonal, la famille de vecteurs {(1,1,1),(1,0,—1),(1,1,1) A (1,0,—1) =
(—1,2,—1)} est une base orthogonale mais pas orthonormée.

det((1,1,1), (1,0, 1), f(1,0,=1)) = det((1,1,1), (1,0, 1), (—1,1,0) = 3.

Ce n’est pas égal a sinf mais seulement du méme signe de sinf.

-1 2 =2
Exemple. Soit f 'endomorphisme de R3 de matrice M = % 2 —1 —2] dans la base
-2 -2 -1

canonique B = {ey, eg,€3}.
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On verlﬁe que ‘MM = Ids;. L’endomorphisme f est donc une isométrie de R3. On a

detM = ) (3+ 12+ 12) = 1 donc M est semblable a
1 00 0 1 0 0
010 0 0 cosf) —sind
0 0 1 -1 ou 0 sin® cos@
Trace =3 Tmce =—1 Trace =1+ 2cos6,0 # kn

Or TraceM = (_71 + %1 + %) = —1 donc f est une symétrie orthogonale par rapport a
une droite D et M semblable a

1 0 O
0 -1 0
0 0 -1

Déterminons D : on cherche les (z,y, z) € R3 tels que f(z,y,2) = (z,y,2). On a

x T T 0
f@,y,2) = (x,y,2) & M|y |=|y| & (M-1Id3)|y|=|0
z z z 0
Ceci est équivalent a
1 -4 2 =2\ [z 0
-12 -4 =2]ly|l=10
3loe =2 —4) \2) o
On en déduit le systeme linéaire
—4dr+4+2y—22=0 —2r4+y—2=0 —2r4+y—2=0 o
2 —dy—2:=0 &L 1-2y—2=0 = —@—3220<¢{y;_ .
2 —2y—4z=0 T+y+22=0 3y+32=0 —Y

Donc D = {(x,y,2) € R3; f(x,y,2) = (2,9,2)} = {(z,2,—1);2 € R} = Vectp{(1,1,-1)}

ou bien encore

1
D = Vectg{v, = ﬁ(l’ 1,-1)}
(pour que ||v1]| = 1). De plus si on prend un vy orthogonal a vy et ||us|| = 1, par exemple
1
v = —=(1,—-1,0
2 \/5( )

(le vecteur (1,—1,0) est bien orthogonal a vy puisque vy - (1,—1,0) = 0 et ||(1,—1,—0)|| =
VI+1 = /2, donc vy, = %(1, —1,0) est bien unitaire et orthogonal a v;). Prenons vz =
(%1 A Vg = %(1, 1, 2)

On a alors P = D+ = Vectg{vy, v3 = v; A vy = (\_/—%, \_/—%, \_/—%)} (on peut constater que 'on
a bien v - v; = 0 = v3 - v9 et ||vg]| = 1). De plus la matrice de f dans la base (orthonormée
directe) B’ = {vy, vy, v3 = v1 A vg} est la matrice

f(v1) f(va) f(v3)
1 0 0 U1
0 —1 0 (%)
0 0 -1/ wvs

M =P 'MP =
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U1 V2

al-

Sl-

S-s
[

a

avec P= | 1 1 1
Vi Ve VB | 2
1 2
VY VA
1 1 _ 1
% S 4 ) (A V2
On peut vérifier que M | —— | = i1 2 -1 =2 ~%5|=| 7 | donc f(vg) = —vy
0 —2 -2 1)\ ¢ 0
-1 -1 L
G -1 2 =2\ [V V6
et M \_7% =112 -1 =2 \_7%, = % donc f(v3) = —v3 donc retrouver la matrice
—2 — — — =2 2
V6 2 2 1 V6 V6

M’ sans faire le produit matriciel.



